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Annotatsiya: Mazkur maqolada differensial tenglamalar va dinamik sistemalar

nazariyasida muhim o‘rin tutuvchi turgunlik masalasi, xususan, yechimning turg‘unligini ta’rif
bo‘yicha tekshirishning nazariy-metodologik asoslari tahlil qilinadi. Turg‘unlik tushunchasi
boshlang‘ich shartlarning kichik o‘zgarishlari ta’sirida yechim trayektoriyasining muvozanat
holatidan uzoqlashmasligi yoki vaqt o‘tishi bilan unga yaqinlashishi xususiyatini ifodalovchi
asosiy matematik mezon sifatida talqin etiladi. Maqolada Lyapunov ma’nosidagi turg‘unlik,
asimptotik turgunlik va noturg‘unlik tushunchalari e-8§ yondashuvi asosida izohlanadi.
Shuningdek, ta’rif bo‘yicha tekshirish jarayonini tushunarli qilish magsadida bir nechta amaliy
misollar: x’ = —2x,x’ =0,x' =x,x’ = —x® hamda chiziqli ikki o‘lchamli sistema uchun
yechimning turg‘unligi alohida ko‘rsatib beriladi. Har bir misolda & ni tanlash, € chegarani
saqglash va vaqt bo‘yicha yechimning xatti-harakatini baholash bosqichlari izchil bayon qilinadi.

Kalit so‘zlar: turg‘unlik nazariyasi, Lyapunov turg‘unligi, differensial tenglama, dinamik
sistema, -8 yondashuvi, boshlang‘ich shart, asimptotik turg‘unlik, noturg‘unlik.

Abstract

This article analyzes the theoretical and methodological foundations of stability in the
theory of differential equations and dynamical systems, with particular attention to verifying
the stability of a solution by definition. Stability is interpreted as a fundamental mathematical
criterion describing whether a solution trajectory remains close to an equilibrium point under
small changes in the initial conditions or tends to it as time increases. The paper explains
Lyapunov stability, asymptotic stability and instability using the -8 approach. In order to make
verification by definition clearer, several examples are included: x’ = —2x,x' = 0,x' =x,x' =
—x3and a two-dimensional linear system. In each example, the choice of §, the preservation of
the e-bound and the behavior of the solution over time are discussed step by step.

Keywords: stability theory, Lyapunov stability, differential equation, dynamical system,
€-6 approach, initial condition, asymptotic stability, instability.

AHHOTaUA

B cTaTbe aHAJU3UPYIOTCS TEOPETHKO-METO0JOTUYECKHE OCHOBbI YCTOWYUBOCTHU B
Teopud AuddepeHIIMATbHbIX ypaBHEHHUM M JAMHAMHUYECKUX CHCTeM, 0co60e BHUMaHUE
yaeJsieTcsl NpoBepKe YCTOMYUBOCTU PelleHHs 10 onpeJesIeHUI0. Y CTOMUUBOCTb TPAKTYETCS
Kak ¢yHJaMeHTa/JbHbIH MaTeMaTHYeCKUW KPUTEPHH, ONHUCBLIBAIOIIUNA, OCTAaeTcad JIM
TpaeKTOpUs pelleHUs BOJU3U MOJI0KEHUS paBHOBECHUS IIPH MaJIbIX U3MEHEHUSAX HauyalbHbIX
YCJIOBHUU UJIM CTPEMUTCS K HEMY C TedeHHeM BpeMeHHU. B paboTe 06bACHAOTCS YCTOUUUBOCTD
no JIinyHOBY, aCUMITOTHYECKAsl YCTOMYMBOCTb U HEYCTOMYMBOCTb Ha OCHOBE €-0 MOJXO0/a.
Jlisi 6osiee HArJIIAHOTO NMOHMMAHUS MPOBEPKU IO OMpe/ie/IeHUI0 NMPUBEJEeHbl MPUMEPHI:

!

x' =-2x,x' =0,x' =x,x' = —x3 u JgByMepHaa JMHelHasd cucTeMa. B KaxJoM npuMepe
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nocJieloBaTe/JbHO MOKa3aHbl BbIOOp §, COXpaHeHHUe €-TPaHUIbl U NOBeJleHUe pelleHUs BO
BpeMEHHU.

KiouyeBble cjioBa: Teopus  yCTOMYMBOCTH, YCTOMYUBOCTL 10 JlAnyHOBY,
JuddepeHpaibHOE YpaBHEHUE, JMHAMUYECKasA CUCTeMa, £-6 MOAXO0/, HayaJlbHOe yCI0BHUE,
aCMMIITOTHYECKasl yCTOMYUBOCTb, HEYCTOMYHUBOCTD.

Kirish

Turg‘unliknazariyasizamonaviymatematikaning differensial tenglamalar, dinamik
sistemalar, boshqaruv nazariyasi va matematik modellashtirish bilan bevosita bog‘liq bo‘lgan
muhim yo‘nalishlaridan biridir. Mazkur nazariya tizimlarning vaqt davomida ganday
harakatlanishini, ularning boshlang‘ich shartlardagi kichik o‘zgarishlarga nisbatan qanday
javob qaytarishini hamda muvozanat holatining saqlanish yoki buzilish qonuniyatlarini
o‘rganadi. Amaliy jihatdan garalganda, har qanday real jarayon — mexanik qurilma, elektr
zanjiri, iqtisodiy model, biologik populyatsiya yoki avtomatik boshqaruv tizimi — tashqi va
ichki ta’sirlar ostida o'z holatini o‘zgartiradi. Shu sababli bunday tizimlarda yechimning turg‘un
yoki noturg‘un ekanligini aniglash ilmiy va amaliy jihatdan dolzarb masala hisoblanadi.

Differensial tenglamalar orqali ifodalangan modellarda boshlang‘ich giymatlar ko‘pincha
mutlaq aniqlikda berilmaydi. O‘lchash xatolari, tajriba sharoitidagi noaniqliklar, hisoblashdagi
yaxlitlashlar va tashqi omillar tizimning dastlabki holatini 0z migdorda o‘zgartirishi mumkin.
Agar boshlang'‘ich shartdagi juda kichik farq vaqt o‘tishi bilan yechimning keskin o‘zgarishiga
olib kelsa, bunday model amaliy jihatdan ishonchsiz hisoblanadi. Aksincha, boshlang'ich shart
ozgina o‘zgarganda ham yechim muvozanat holatiga yaqin qolsa, tizim turg‘un deb baholanadi.
Shu nuqtayi nazardan, yechimning turgunligini ta’rif bo‘yicha tekshirish turgunlik
tushunchasining eng asosiy, gat’iy va umumiy matematik ifodasini beradi.

Bugungi ilmiy tadqiqotlarda turg‘unlik nazariyasiga e’tibor ortib bormoqda. Murakkab
tizimlarni modellashtirish, robototexnika, aerokosmik boshqaruv, sun’iy intellekt
algoritmlarining barqaror ishlashi, epidemiologik prognozlash va iqtisodiy jarayonlarni tahlil
qilishda yechimlarning ishonchliligi alohida ahamiyat kasb etadi. Ayniqsa, nochiziqli dinamik
sistemalarda kichik buzilishlarning keyingi harakatga ta’sirini baholash klassik matematik
yondashuvlarni puxta qo‘llashni talab etadi. Ta'rif bo‘yicha tekshirish usuli bu borada asosiy
nazariy mezon bo‘lib, u yechimlarning boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog‘ligligini aniq -8
shartlar orqali ifodalaydi.

Metodologiya

Mazkur tadqiqotda turg‘unlik nazariyasini o‘rganish va yechimning turg‘unligini ta’rif
asosida tekshirish uchun matematik analiz, oddiy differensial tenglamalar nazariyasi hamda
dinamik sistemalar tahlilining gat’iy isbotlash usullari qo‘llanildi. Asosiy e’tibor yechimning
boshlang‘ich shartlarga sezgirligini aniqlashga, ya’ni kichik og‘ishlarning vaqt davomida
qanday o‘zgarishini baholashga qaratildi. Shu maqgsadda €-8 yondashuvi asosiy metod sifatida
tanlandi, chunki u turg‘unlik tushunchasini fagat intuitiv emas, balki gat’iy matematik mezonlar
orqali ifodalash imkonini beradi.

Tadgiqotda umumiy dinamik sistema quyidagi ko‘rinishda garaldi:

x" = f(t,x), x(to) =xo

Bu yerda x(t)— vaqtga bog'liq yechim, x,— boshlang‘ich qgiymat, f(t,x), esa tizim
harakatini belgilovchi funksiya hisoblanadi. Muvozanat nuqtasi odatda f(t,0) = 0 shart orqali
aniqlanadi. Agar x = 0 yechim mavjud bo‘lsa, uning turg‘unligini tekshirish uchun nolga yaqin
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boshlangan yechimlarning keyingi vaqtlarda ham nolga yaqin qolishi talab etiladi. Bunda
turg‘unlik ta’rifi quyidagi mazmunga ega: har qanday € > Ouchunshundayd > 0 son topilsinki,
agar |x,| < & bo‘lsa, u holdabarchat > t, uchun|x(t)| < & tengsizlik bajarilsin.

Asimptotik turg‘unlikni aniqlashda esa ikki shart birgalikda tekshiriladi. Birinchisi —
yuqoridagi Lyapunov turg‘unligi sharti, ikkinchisi — yechimning vaqt cheksizlikka intilganda
muvozanatga yaqinlashishi, ya’nitli_g}) x(t) = 0 bo‘lishidir. Noturg‘unlikni ko‘rsatish uchun esa

odatda bittagy > 0 topiladi va har qanday kichik § > 0 uchun shunday boshlang‘ich qiymat
tanlanadiki, vaqtningma’lumbirqiymatidayechim echegaradanchiqgibketadi. Demak, ta’rif
bo‘yicha tekshirishda masala faqat yechimni topish bilan cheklanmaydi; eng muhim jihat — €
uchun mos 6 ni asosli tanlay olishdir.

Ta’rif bo‘yicha tekshirish algoritmi

Yechimning turg‘unligini ta’rif bo‘yicha tekshirish quyidagi izchil bosqichlar orqali amalga
oshiriladi:

e Avvalo, differensial tenglamaning muvozanat yechimi aniqlanadi. Ko‘pinchabux =
0 yechim bo‘ladi.

« Keyin tenglamaningumumiyyokix,boshlang‘ichshartgamosx(t)yechimi topiladi.

e Yechimning moduli |x(t)|baholanadivauning|x,|orqali ifodalanadigan yuqori chegarasi
aniqlanadi.

e Har qanday € > 0 uchun |x(t)| < ebo‘lishini ta'minlaydigan é tanlanadi.

e Agar bunday 6 barcha t > t, uchun mavjud bo‘lsa, yechim Lyapunov ma’nosida turg‘un
hisoblanadi.

e Agar bundan tashqari x(t) — 0bo‘lsa, yechim asimptotik turg‘un bo‘ladi.

e Agar biror &, uchun boshlang‘ich qiymat qanchalik kichik tanlanmasin, yechim vaqt
o‘tishi bilan ¢, chegaradan chiqib ketsa, yechim noturg‘un deyiladi.

Ta’rif bo‘yicha tekshirishga doir misollar

1-misol. x' = —2x tenglamasining turg‘unligini tekshirish
Quyidagi oddiy differensial tenglama qaralsin:
x' = =2x, x(0) = x,.

Uning yechimi quyidagicha bo‘ladi:

x(t) = x0el=28,

Endi nol yechimning turg‘unligini ta’rif bo‘yicha tekshiramiz. Har qanday ¢ > 0 son
berilgan bo‘lsin. Biz shunday § > 0 tanlashimiz kerakki, |xo| < ébo‘lsa, barcha t >0
uchun |x(t)| < € bajarilsin. Yechim modulini baholaymiz:

|x(8)] = |x0le™2 < |xol.

Agar § = e deb olsak, |xo| < § = ebo‘lganida barcha t > 0 uchun |x(t)| < |xo| < ebo‘ladi.
Demak, nol yechim Lyapunov ma’nosida turg‘un. Bundan tashqari, t—oo da e{=?% - 0Obo‘lgani
uchun x(t) — 0. Shuning uchun x = 0 yechim nafaqat turg‘un, balki asimptotik turg'un ham
hisoblanadi.

2-misol. x' = 0 tenglamasida turg‘un, lekin asimptotik turg‘un bo‘Imagan yechim

Quyidagi tenglama qgaralsin:

x' =0, x(0)=x.

Bu tenglamaning yechimi o‘zgarmas bo‘ladi:

x(t) = xo.
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Ta'rifga ko'ra, ixtiyoriy € > 0 uchun § = ¢ tanlaymiz. Agar |x,| < ébo‘lsa, u holda
barchat > 0 wuchun |x(t)| = |xo| < €bo‘ladi. Demak, x =0 yechim Lyapunov ma’nosida
turg‘un. Biroq yechim vaqt o‘tishi bilan nolga intilmaydi, chunki x(t) = x, doimiy qiymatda
goladi. Agar xo # 0 bo‘lsa, lim(t = o)x(t) = xobo‘ladi. Shuning uchun bu misolda yechim
turg‘un, lekin asimptotik turg‘un emas.

3-misol. x' = x tenglamasining noturg‘unligini ta’rif bo‘yicha ko‘rsatish

Endi quyidagi tenglamani qaraymiz:

x' = x, x(0) = xo.

Uning yechimi:

x(t) = xoet.

Bu yerda boshlang‘ich giymat kichik bo‘lsa ham, e*ko‘paytuvchi vaqt o‘tishi bilan cheksiz
ortadi. Noturg‘unlikni ta’rif bo‘yicha ko‘rsatish uchun £° = 1 deb olaylik. Har ganday &§ > 0

berilganida x°=§ tanlash mumkin. Bu holda [x°| < §. Lekin t=ln(§)aqtniolsak,
quyidagigaegabo‘lamiz:
2
(@) = Qe =1,

Demak, boshlang'ich og‘ish § dan kichik bo‘lsa ham, yechim ma’lum vaqtdan keyin ¢, = 1
chegaraga yetadi va undan ham oshib ketadi. Shunday qilib, x = 0 yechim Lyapunov ma’nosida
noturg‘un hisoblanadi.

4-misol. x' = —x* tenglamasining ta’rif bo‘yicha turg‘unligi

Nochiziqli tenglama sifatida quyidagi misolni ko‘rib chigamiz:

x' = —x3, x(0) = x,.
Ajratiluvchi o‘zgaruvchilar usuli orqali yechim quyidagicha yoziladi:
x(t) = xo / V(1 + 2x02t).

Bu yechim uchun barcha t > 0 da maxraj 1 dan kichik emas, shuning uchun:

x(0)] = [%0] /N (1+2%°t) < [o].

Har qanday € > 0 uchun § = ¢ tanlansa, |x,| < § shartidan barcha t > 0 uchun |x(t)|<e
kelib chigadi. Demak, x = 0 yechim turg‘un. Bundan tashqari, t = co da maxraj cheksiz ortadi
va x(t) = Obo‘ladi. Shuning uchun bu yechim asimptotik turg‘un. Ushbu misol shuni
ko‘rsatadiki, nochiziqgli tenglamalarda ham ta’rif bo‘yicha tekshirish yechimni baholash orqali
amalga oshirilishi mumkin.

5-misol. IkKi o‘lchamli sistemada turgunlikni tekshirish

Quyidagi chiziqli sistema berilgan bo‘lsin:

x'=-x, y =-2y

Boshlang'ich shartlar x(0) = xo, y(0) = y,bo‘lsa, yechimlar quyidagicha topiladi:

x(t) = x0et™8,  y(t) = yoe™?1

Sistemada nol muvozanat nuqtasining turg‘unligini tekshirish uchun Evklid normasi

olinadi:
(@), yEDII = V(x(@®)? + y()?).

Yechimlarni qo‘yib baholaymiz:

(@), YOI = V(xo®e (=2t} + yo’er{—4t}) < V(xo® + yo?).

Agar boshlang‘ichogish||(xo,¥0)|| < dbo‘lsa va § = € deb tanlansa, barcha t = 0 uchun
[|(x(t), y()|| < ebo‘ladi. Shunday qilib, nol yechim Lyapunov ma’nosida turg'un. e{=% va
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e{=28ko‘paytuvchilarnolgaintilganiuchun sistema yechimi ham nolga intiladi. Demak, nol
muvozanat nuqtasi asimptotik turg‘un hisoblanadi.
Misollar bo‘yicha umumlashtiruvchi jadval

Tengla
ma Ta'rif bo‘yicha
] Yechim y Asosiy 8 tanlovi yoki dalil
yoki xulosa
sistema
)i oy x = xpel™28 Asimptotik turg‘un 6 =c¢; |x(t)| < |xol
xX'=0 X = Xo Turg‘un, ammo asimpto 6 =¢; yechimnolgaintilmaydi
0
€
'= = xpe™t Noturg'
=X X = Xoe oturg un = 1; kichik x, vaqt o‘tib chegaradan
X0

xl X = ——

_ 3 V(1 + 2x%t) Asimptotik turg‘un é = &; maxraj vaqt bilan ortadi
xl

= — = 0 {-t}

Y x X=X e{_zé Asimptotik turg‘un 8§ = & norma kamayadi

Y = Yo€
= —Zy
Natijalar

Tahlillar shuni ko‘rsatdiki, yechimning turg‘unligini ta’rif bo‘yicha tekshirishda eng
muhim masala yechimning boshlang‘ich giymatga nisbatan qanday baholanishini aniqlashdir.
Agar yechimning moduli barcha vaqtlar uchun boshlang‘ich og‘ishdan katta bo‘lmagan yoki
ma’lum koeffitsiyent orqali chegaralangan bo‘lsa, § ni € ga bog‘lab tanlash mumkin bo‘ladi.
Masalan, x’ = —2x va x' = —x? tenglamalarida yechim moduli |x,| dan oshmaydi, shu sababli
6 = e tanlovi yetarli bo‘ladi. Ikki olchamli chiziqli sistemada ham norma vaqt bo‘yicha
kamayuvchi bo‘lgani uchun ayni yondashuv ishlaydi.

Natijalardan ko‘rinadiki, turg‘unlik va asimptotik turg‘unlik bir xil tushuncha emas. x’ =
0 tenglamasida nol yechim turgun, chunki kichik boshlang‘ich og‘ish doimo kichikligicha
goladi. Biroq u asimptotik turg‘un emas, chunki yechim nolga intilmaydi. x’ = x tenglamasida
esa boshlang‘ich og‘ish qanchalik kichik bo‘lmasin, vaqt o‘tishi bilan eksponenta ta’sirida
yechim muvozanatdan uzoqlashadi. Bu holat noturg‘unlikning klassik ko‘rinishi bo‘lib, ta’rif
asosida aniq isbotlanadi.

Muhokama

Turg'unlik nazariyasining asosiy g‘oyasi shundan iboratki, tizimning ishonchliligi faqat
uning yechimini topish bilan emas, balki bu yechimning boshlang‘ich shartlardagi kichik
o‘zgarishlarga ganday javob berishi bilan ham belgilanadi. Ta’rif bo‘yicha tekshirish usulining
ustun tomoni — u turg‘unlik tushunchasining eng sof va qat’iy matematik mazmunini ochib
beradi. Bunda turg‘unlik, asimptotik turg‘unlik va noturg‘unlik orasidagi farglar bevosita € — §
shartlar yordamida ko‘rinadi.

Shu bilan birga, bu yondashuv amaliy hisoblashlarda ba’zan murakkablik tug‘diradi. Har
bir tenglama uchun umumiy yechimni topish yoki mos & ni aniq ko‘rsatish doim ham oson emas.
Aynigsa, yuqori o‘lchamli yoki kuchli nochizigli sistemalarda ta’rif bo‘yicha tekshirish ko‘p
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hollarda maxsus baholash usullarini talab etadi. Shu sababli zamonaviy turg‘unlik nazariyasida
Lyapunov funksiyalari, chiziqlashtirish, spektral tahlil va sonli modellashtirish usullari keng
qo‘llaniladi. Biroq ushbu yordamchi metodlarning barchasi mazmunan aynan ta’rifda berilgan
yaqinlik va chegaralanganlik g‘oyasiga tayanadi.

Maqolaga kiritilgan misollar shuni ko‘rsatadiki, ta’rif bo‘yicha tekshirish talabalarda
turg‘unlik tushunchasini formal va intuitiv jihatdan birgalikda shakllantiradi. Masalan, x’ =
—2x tenglamasida yechimning vaqt bo‘yicha so‘nishi turg‘unlikni yaqqol ko‘rsatsa, x' = x
tenglamasida boshlang‘ich xatolikning eksponentsial o‘sishi noturg‘unlik mazmunini ochib
beradi. Shu sababli turg‘unlik nazariyasini o‘qitishda avvalo ta’rif, so‘ngra sodda misollar,
undan keyin esa Lyapunov funksiyalari kabi murakkab usullarni berish metodik jihatdan
magqsadga muvofiqdir.

Xulosa

Mazkur tahrirlangan maqolada yechimning turgunligini ta’rif bo‘yicha tekshirish
masalasi nazariy va amaliy jihatdan yoritildi. Turg‘unlikning Lyapunov ma’nosidagi ta'rifi,
asimptotik turg‘unlik va noturg‘unlik tushunchalari € — § yondashuvi asosida bayon qilindi.
Tahlillar shuni ko‘rsatdiki, ta’rif bo‘yicha tekshirishda asosiy vazifa har ganday &€ > 0 uchun
mos & > 0 ni topish va boshlang‘ich og‘ish 6 dan kichik bo‘lganida yechim barcha vaqtlar
davomida € chegaradan chigmasligini isbotlashdan iborat.

Magolaga qo‘shimcha kiritilgan misollar mavzuning amaliy tushunilishini kuchaytiradi.
x' = —2x va x' = —x* tenglamalari asimptotik turg‘unlikni, x' = 0 tenglamasi turg‘un, ammo
asimptotik bo‘'lmagan holatni, x" = x tenglamasi esa noturg‘unlikni ta’rif asosida ko‘rsatadi. Ikki
o‘lchamli sistema misoli esa turg‘unlikni norma orqali tekshirish mumkinligini namoyon qiladi.
Umuman olganda, yechimning turg‘unligini ta’rif bo‘yicha tekshirish turg‘unlik nazariyasining
fundamental asosi bo‘lib, differensial tenglamalar, matematik modellashtirish va boshqaruv
nazariyasi uchun muhim ilmiy-amaliy ahamiyatga ega.
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