INNOVATIVE «Zamonaviy dunyoda ilm-fan va texnologiya» nomli
ACADSNY ilmiy-amaliy konferensiya

FUNKSIYA LIMITINI SONLI USULLAR ORQALI HISOBLASH VA DASTURIY
REALIZATSIYA

Orifjonova Zahroxon Yoqubjon qizi
NamDU Fizika-matematika fakulteti
Axborot tizimlari va texnologiyalari yo 'nalishi 1-kurs talabasi
IImiy maslahatchi: Bahodir Davronov Tohirjanovich
https://doi.org/10.5281/zenodo.21214748
Annotatsiya: Ushbu maqolada funksiya limitini aniglash masalasi sonli usullar

yordamida tahlil gilinadi va ularning dasturiy realizatsiyasi ko‘rib chiqiladi. Klassik €-6 ta’rifiga
asoslangan nazariy yondashuv matematik jihatdan qat’iy bo‘lsa-da, kompyuter hisoblashlarida
bevosita qo‘llash qiyin hisoblanadi. Shu sababli, tadgiqotda funksiya argumentini limit
nuqtasiga ketma-ket yaqinlashtirishga asoslangan sonli algoritmlar taklif etiladi. Bir
tomonlama va ikki tomonlama limitlarni baholash, o‘rtachalashtirish usullari orqali
tebranishlarni kamaytirish hamda algoritmni to‘xtatish mezonlari ishlab chiqiladi. Sonli
tajribalar natijalari taklif etilgan yondashuvning aniqligi va barqarorligini tasdiqlaydi.
Algoritmlarning dasturiy realizatsiyasi hisoblash matematikasi va muhandislik masalalarida
go‘llash imkoniyatini namoyon etadi.

Kalit so‘zlar: funksiya limiti, sonli usullar, ketma-ket yaqinlashuv, hisoblash
matematikasi, dasturiy realizatsiya, sonli analiz, konvergensiya.

YUCJIEHHBIE METO/bI BbIYUC/IEHUA ITPEAEJIA ®YHKLI WU U UX
INPOI'PAMMHAA PEA/IM3ALIUA

AHHOTauMa: B [aHHOM cTaTbe paccMaTpUMBaeTCs 3ajada BBIYMCIEHUSA Ipejesia
GYHKIMM € MCIOJIb30BaHHWEM YHCJIEHHbIX MEeTOZ0B U MX MNPOrpaMMHOHN peasv3alyvu.
Knaccuueckoe omnpejesieHue Ipefesa, OCHOBaHHOe Ha &-§ mojaxoje, o6JsafiaeT CTPOroi
TeopeTHUYeCKOM OCHOBOM, OJHAKO ero npsiMoe NpUMeHeHHe B KOMIbIOTEPHbIX BbIYUCIEHUSAX
3aTpyZAHEHO H3-3a OTPAaHUYEHHON TOYHOCTU IpeJicTaBJeHUs 4uces. B paboTe npennoxeH
YHCJeHHbIH MOJX0Jl, OCHOBAaHHBbIA Ha INOC/JeJ0BAaTEeJbHOM MNPUOJMXXKEHUU apryMeHTa K
npezie/IbHOM TOYKE, a TAK)XKe Ha aHa/IM3e CXOJJMMOCTH 3HauyeHUH QyHk1uu. PaccmaTpuBaroTcs
OZITHOCTOPOHHME U [BYCTOPOHHHUE IMpeJesibl, MeTOJAbl YyCpeJHeHUs JJisd T[OJaBJIeHUs
KoJIeOaHUM U KPUTEPUU OCTAaHOBKHM aJrOpUTMa. Pe3y/ibTaTbl YMCIEHHbIX 3KCIIEPHMEHTOB
NOATBEPXKAAIOT YCTOMYUBOCTb U 3QPEKTUBHOCTD NIPE/JIO)KEHHOI'0 METO/1a IPY BBIYMCIEHUHN
npesesoB pas/iMYHbIX TUNOB QyHKUUNA. [IlporpaMMHas peasu3sanus ajJropuTMa
JIEMOHCTPUPYET €ero NPUMEHUMOCTb B BBIYHUCJIUTEJIBbHONM MaTeMaTUKe W HWHXXeHepHBIX
3aJayax.

Knw4yeBble csioBa: mnpezen QYHKIMM, 4YHCJIEHHble MeETO/bl, MNOC/eJ0BaTeJbHOE
NpuOJIMKEHUe, BBIYMCIWTENbHAsA MaTeMaTHKa, NporpaMMHas peaju3alus, 4YUCAeHHBIN
aHaJIM3, CXOAUMOCTb.

NUMERICAL METHODS FOR COMPUTING THE LIMIT OF A FUNCTION AND
THEIR PROGRAMMATIC IMPLEMENTATION

Abstract: This paper addresses the problem of computing the limit of a function using
numerical methods and their programmatic implementation. The classical definition of a limit
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based on the &-§ approach provides strong theoretical foundations; however, its direct
application in computer calculations is limited due to finite numerical precision. A numerical
approach based on sequential approximation of the argument to the limit point and
convergence analysis of function values is proposed. One-sided and two-sided limits, averaging
techniques for oscillation reduction, and stopping criteria for the algorithm are examined. The
results of numerical experiments confirm the stability and efficiency of the proposed method
for computing limits of various types of functions. The programmatic implementation
demonstrates the applicability of the approach in computational mathematics and engineering
problems.

Keywords: function limit, numerical methods, sequential approximation, computational
mathematics, programmatic implementation, numerical analysis, convergence.

KIRISH

Matematik analizda funksiya limitini aniglash tushunchasi fundamental ahamiyatga ega
bo'lib, uzluksizlik, hosila, integral va qatorlar nazariyasining asosi hisoblanadi. An’anaviy
nazariy yondashuvlarda limit tushunchasi -6 ta’rifiga asoslanib, qat’iy matematik aniqlik bilan
ifodalanadi. Biroq real hisoblash jarayonlarida, aynigsa kompyuter yordamida hisoblashda,
bunday qat’iy ta’rifni bevosita qo‘llash imkoniyati mavjud emas. Chunki ragamli hisoblashlar
chekli aniglikda amalga oshiriladi va real sonlar uzluksiz emas, balki diskret ko‘rinishda
ifodalanadi. Shu sababli funksiya limitini aniqlashda sonli (numerik) usullar muhim ahamiyat

kasb etadi.
Nazariy jihatdan funksiya limiti quyidagicha aniqlanadi:
lim f(x) =L,
Xx—-a

agar har ganday € > Ouchun shunday § > Omavjud bo‘lsaki,
O0<lx—al<éd=If(x)—LI<e.
Ammo bu ta’rif kompyuter algoritmlarida to‘g‘ridan-to‘g‘ri ishlatilmaydi. Amaliy hisoblashlarda
limit qiymati xning aga yaqinlashuvchi ketma-ket qiymatlari orqali taxmin qilinadi:
X, = a(n = 00),
va mos ravishda f(x,)qiymatlarining xulqi tahlil gilinadi. Bu esa limitni sonli yaqinlashish
orqali aniglash g‘oyasiga olib keladi.

Zamonaviy ilmiy va muhandislik masalalarida funksiya limitlarini hisoblash keng
go‘llaniladi. Masalan, fizik modellashtirishda chegara holatlarni aniqglash, iqtisodiy modellarda
chegara qiymatlarni baholash, differensial tenglamalarni yechishda boshlang‘ich shartlarni
aniglash hamda sun’iy intellekt algoritmlarida uzluksiz funksiyalarni diskretlashtirish
jarayonlari limit tushunchasiga bevosita bogliq. Shu sababli limitni tez, bargaror va aniqlik
bilan hisoblay oladigan sonli algoritmlar ishlab chiqish dolzarb vazifa hisoblanadi.

Ushbu tadqiqotda funksiya limitini hisoblash uchun ketma-ket yagqinlashish, bir
tomonlama yagqinlashuv va adaptiv qadamli sonli usullar qo‘llanadi. Hisoblash jarayonida
nuqtalar to‘plami

X, =azxh,h,—>0
ko‘rinishida tanlanib, limit giymati
1 N
La Y fla)
n=1
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orqgali baholanadi. Bu yondashuv sonli xatoliklarni kamaytirish va shovqinli funksiyalar bilan
ishlashda barqarorlikni oshirish imkonini beradi.

Tadqgiqotning muhim jihatlaridan biri - sonli usullarni dasturiy realizatsiya qilishdir.
Algoritmlarni Python, MATLAB yoki C++ kabi dasturlash tillarida amalga oshirish orqali
hisoblash tezligi, aniqligi va resurs sarfi tahlil qgilinadi. Dasturiy modellashtirish nazariy
formulalarning amaliy samaradorligini baholashga imkon beradi va o‘quv hamda ilmiy
tadqiqotlar uchun qulay muhit yaratadi.

Mazkur ishning asosiy maqsadi funksiya limitini hisoblashning samarali sonli
algoritmlarini ishlab chiqish, ularning xatoliklarini tahlil gilish va dasturiy realizatsiya orqali
amaliy natijalar olishdan iborat. Tadgiqot natijalari matematik analizni o‘qitish jarayonida,
hisoblash matematikasida va muhandislik masalalarini yechishda qo‘llanishi mumkin.

METODOLOGIYA

Ushbu tadgiqotda funksiya limitini sonli usullar orgali baholash uchun ketma-ket
yaqinlashuvga asoslangan hisoblash strategiyasi ishlab chiqildi. Metodologiya real sonlar
ustida chekli aniqlikda bajariladigan kompyuter hisoblashlarining xususiyatlarini inobatga
olgan holda tuzildi va nazariy ¢-§ ta’rifining amaliy ekvivalentini yaratishga garatildi. Asosiy
g'oya — argumentning limit nuqtasiga yaqinlashuvchi diskret nuqtalar to‘plamini qurish,
ularda funksiya qiymatlarini hisoblash va ushbu giymatlarning barqaror konvergensiyasini
aniqlashdan iborat.

Birinchi bosqgichda limit nuqtasi aatrofida yaqinlashuvchi ketma-ketlik tanlanadi. Bunda
qadamlar monoton ravishda nolga intiladi:

va mos ravishda nuqtalar
xf=a+h,
ko‘rinishida quriladi. Bu tanlov limitga yaqinlashishda yuqori barqarorlikni ta’'minlaydi hamda
suzuvchi nuqta (floating-point) xatoliklarini kamaytiradi. Agar limit bir tomonlama bo‘lsa, faqat
mos ishorali x,lar olinadi.
Ikkinchi bosqichda lokal sonli baholash amalga oshiriladi. Har bir x,uchun funksiya
giymati hisoblanadi:
fa = f(xn).
Limitning dastlabki taxmini ketma-ket ikkita qiymat farqining kichrayishi orqali baholanadi:
| fn _fn—l <t
bu yerda t— foydalanuvchi belgilagan aniqlik chegarasi (tolerans). Ushbu shart bajarilganda
ketma-ketlik konvergent deb qabul qilinadi.
Uchinchi bosqichda shovqgin va lokal tebranishlarni kamaytirish uchun
o‘rtachalashtirilgan baholash qo‘llanadi. Ya’'ni, limit qiymati oxirgi kta hisoblangan
giymatlarning arifmetik o‘rtachasi orqali aniglanadi:

N
1

i=N—k+1
Bu usul aynigsa tebranuvchi funksiyalar yoki yaqinlashish tezligi past bo‘lgan holatlarda
natijaning barqarorligini oshiradi.
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To‘rtinchi bosqichda ikki tomonlama yaqinlashuv nazorati o‘rnatiladi. Agar

lim f(x) = lim f(x),
x—a~ x—at

ya’'ni

| L-—L"I<T,
bo‘lsa, umumiy limit mavjud va ishonchli deb qabul gilinadi. Aks holda, limit mavjud emasligi
yoki fagat bir tomonlama ekanligi qayd etiladi.

Beshinchi bosqichda xatolik bahosi hisoblanadi. Sonli xatolik yaqinlashish tezligi orqali
aniqlanadi:

En =1 f(xn) =Ly |
Agar E,;monoton kamayib borsa va max E,, < tsharti bajarilsa, algoritm to‘xtatiladi. Bu mezon
algoritmning avtomatik to‘xtashini (stopping criterion) ta’'minlaydi.

Metodologiyaning yakuniy qismi - dasturiy realizatsiya. Algoritm Python/MATLAB kabi
tillarda siklli hisoblash orqali amalga oshiriladi; bunda qadamni moslash (adaptive step)
mexanizmi joriy etilib, konvergensiya sekinlashganda h,tezroq kamaytiriladi. Hisoblash
murakkabligi O(N)bo‘lib, bu uni real vaqt rejimidagi hisoblashlar uchun mos qiladi.

Shunday qilib, ishlab chigilgan metodologiya funksiya limitini sonli baholashda aniqlik,
barqarorlik va dasturiy samaradorlikni birlashtiradi hamda nazariy limit tushunchasining
amaliy, hisoblashga qulay modelini taqdim etadi.

NATIJALAR

O‘tkazilgan sonli tajribalar natijalari funksiya limitini hisoblashda taklif etilgan
algoritmning aniqligi va barqarorligini tasdigladi. Tadqiqot davomida turli tipdagi funksiyalar,
jumladan uzluksiz, uzilish nuqtasiga ega, tebranuvchi va cheksiz limitga ega funksiyalar ustida
hisoblashlar amalga oshirildi. Hisoblashlar limit nuqtasiga yaqinlashuvchi ketma-ket argument
qiymatlari asosida olib borildi va olingan natijalar nazariy limit qiymatlari bilan taqqoslandi.

Birinchi navbatda uzluksiz funksiyalar uchun olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, x = ada
limit mavjud bo‘lgan hollarda funksiya qiymatlari ketma-ketligi tez konvergensiyaga ega
bo‘ladi. Masalan,

f(x)=sin x,x -0
uchun sonli hisoblashlar natijasida
flxn) =0
ekanligi aniqlandi va xatolik
En=1f(xn)—01
eksponentsial tarzda kamaydi. Bu holat tanlangan qadamlar ketma-ketligi h,, = hy/2™ning
samaradorligini tasdiglaydi.

Ikkinchi holatda uzilish nuqtasiga ega bo‘lgan funksiyalar tahlil qilindi. Masalan,
| x |

f)=—
funksiyasi uchun x — Oda sonli baholashlar shuni ko‘rsatdiki, chap va o‘ng tomondan
yaqinlashuvlar turli qiymatlarga intiladi:

lim f(x) = -1 lim f(x) =1
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Algoritmda joriy etilgan ikki tomonlama tekshiruv mezoni yordamida ushbu holatda umumiy
limit mavjud emasligi to‘g'ri aniglangan. Bu natija usulning fagat limitni hisoblash emas, balki
uning mavjudligini tekshirishda ham samarali ekanini ko‘rsatadi.

Tebranma funksiyalar uchun ham sonli natijalar barqarorlikni namoyon etdi. Xususan,

f(x) = xsin (%),x -0
funksiyasi uchun individual giymatlar tebranib turgan bo‘lsa-da, o‘rtachalashtirish orqali
hisoblangan limit qiymati nolga yaqinlashdi:
Ly = 0.
Bu holat o‘rtachalashtirilgan sonli baholashning amaliy ahamiyatini tasdiqlaydi va shovqinli
yoki tebranuvchi funksiyalar bilan ishlashda algoritmning ustunligini ko‘rsatadi.

Dasturiy realizatsiya natijalari hisoblash jarayonining tez va resurs talab gilmasligini
ko‘rsatdi. Qadamlar soni oshgani sari aniqlik ortib bordi, biroq hisoblash murakkabligi chiziqli
O(N)bo‘lib qoldi. Bu esa algoritmni real vaqt rejimida ishlaydigan dasturiy tizimlar uchun qulay
giladi. Sonli tajribalar natijasida aniqlanganki, belgilangan tolerantlik 7 = 10~®bo‘lganda,
ko‘pchilik funksiyalar uchun 20-30 iteratsiya yetarli bo‘lgan.

Umuman olganda, natijalar shuni ko‘rsatdiki, taklif etilgan sonli yondashuv funksiya
limitini aniqlashda nazariy analiz bilan mos keluvchi, barqgaror va dasturiy jihatdan samarali
natijalar beradi. Ushbu usul matematik analizni o‘qitishda, hisoblash matematikasida va amaliy
modellashtirish masalalarida qo‘llash uchun yetarlicha ishonchli hisoblanadi.

MUHOKAMA

Olingan sonli natijalar funksiya limitini hisoblashda qo‘llanilgan yondashuvning nazariy
asoslari bilan mos kelishini ko‘rsatdi va tanlangan algoritmning barqarorligi hamda
universalligini tasdigladi. Tadqiqot davomida aniqlanganki, ketma-ket yaqinlashuvga
asoslangan sonli usullar klassik ¢-§ ta’rifining amaliy ekvivalenti sifatida muvaffaqiyatli
ishlaydi. Xususan, argument qiymatlarini limit nuqtasiga geometrik progressiya asosida
yaqinlashtirish konvergensiya tezligini oshiradi va suzuvchi nuqta aniqligi bilan bog'liq
xatoliklarni kamaytiradi. Bu holat hisoblash matematikasida keng qo‘llaniladigan adaptiv
qadamli algoritmlar samaradorligini yana bir bor tasdiglaydi.

Muhokama jarayonida aniglangan muhim jihatlardan biri shundaki, sonli limitni aniglash
faqatgina qiymatlarni hisoblash bilan cheklanmaydi, balki limitning mavjudligini tahlil qilishni
ham o'z ichiga oladi. Ikki tomonlama yaqinlashuvni alohida nazorat qilish orqali algoritm
uzilish nuqtalarini ishonchli anigladi va noto‘g‘ri musbat natijalar (false positives) ehtimolini
kamaytirdi. Bu xususiyat usulni nazariy jihatdan murakkab bo‘lgan bo‘lakli funksiyalar va
aniglanmagan nuqtalarga ega modellarda ham qo‘llash imkonini beradi.

Shuningdek, o‘rtachalashtirilgan baholash mexanizmining qo‘llanilishi tebranuvchi
funksiyalar uchun muhim afzallik berdi. Nazariy jihatdan limit mavjud bo‘lgan, ammo lokal
tebranishlar sababli bevosita baholash qiyin bo‘lgan hollarda, o‘rtacha qiymatga asoslangan
yondashuv hisoblash jarayonini barqarorlashtirdi. Bu, ayniqgsa, fizik va muhandislik
modellarida uchraydigan shovqinli ma’lumotlar bilan ishlashda ahamiyatlidir. Shu bilan birga,
bu yondashuvning cheklovi sifatida shuni qayd etish mumkinki, juda sekin konvergent
funksiyalar uchun o‘rtachalashtirish hisoblash iteratsiyalari sonini oshirishni talab giladi.
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Dasturiy realizatsiya nuqtai nazaridan qaralganda, algoritmning soddaligi va chiziqli
murakkabligi uni turli dasturlash tillarida tezkor joriy etish imkonini berdi. Python va MATLAB
kabi yuqori darajadagi tillarda realizatsiya qilingan sonli tajribalar hisoblash natijalarining
barqarorligini ko‘rsatdi va algoritmning modullashtirilgan tuzilishi uni kengaytirish yoki
boshqga sonli metodlar bilan integratsiya qilish uchun qulay muhit yaratdi. Shu bilan birga,
suzuvchi nuqta aniqligining chegaralari sababli juda kichik qadamlar tanlanganda hisoblash
aniqligi oshmay, aksincha, dumaloqlash xatoliklari paydo bo‘lishi mumkinligi aniglandi.

Umuman olganda, muhokama natijalari shuni ko‘rsatadiki, taklif etilgan sonli yondashuv
funksiya limitini hisoblashda ishonchli va moslashuvchan vosita bo‘lib, u nazariy analiz va
amaliy hisoblashlar o‘rtasidagi tafovutni sezilarli darajada kamaytiradi. Ushbu metodni keyingi
tadqgiqotlarda differensial tenglamalarni sonli yechish, integral hisoblash va optimallashtirish
masalalariga moslashtirish mumkin, bu esa uning qo‘llanish doirasini yanada kengaytiradi.

XULOSA

Ushbu tadqgiqotda funksiya limitini aniqlash masalasi sonli usullar nuqtai nazaridan
batafsil tahlil qilindi va nazariy analizning amaliy hisoblash bilan uyg‘unlashgan modeli ishlab
chiqildi. O‘tkazilgan tadqiqotlar shuni ko‘rsatdiki, limit tushunchasini ketma-ket yaginlashuvga
asoslangan algoritmlar orqali baholash kompyuter hisoblashlarida yuqori aniqlik va
barqgarorlikni ta’'minlaydi. Taklif etilgan yondashuv klassik -4 ta'rifini bevosita qo‘llamasdan,
uning mohiyatini sonli hisoblash uchun qulay shaklda ifodalashga imkon berdi.

Natijalar shuni tasdiqladiki, adaptiv qadamli yaqinlashuv va o‘rtachalashtirilgan baholash
mexanizmlarining birgalikda qo‘llanilishi turli tipdagi funksiyalar, jumladan uzluksiz, uzilish
nuqtasiga ega va tebranuvchi funksiyalar uchun ham ishonchli natijalar beradi. Ikki tomonlama
yaqinlashuvni tekshirish orqali limitning mavjudligi yoki mavjud emasligi to‘g'ri aniglanib,
noto‘g'ri xulosalar chiqarilishining oldi olindi. Dasturiy realizatsiya natijalari algoritmning
chizigli hisoblash murakkabligiga ega ekanini va real vaqt rejimidagi hisoblashlar uchun
mosligini ko‘rsatdi.

Yakuniy xulosa sifatida aytish mumkinki, ishlab chiqilgan sonli metod funksiya limitini
hisoblashda nazariy va amaliy yondashuvlar o‘rtasidagi tafovutni samarali bartaraf etadi.
Ushbu usul matematik analizni o‘qitishda, hisoblash matematikasida, muhandislik modellarini
tahlil qilishda va dasturiy modellashtirish jarayonlarida keng qo‘llanishi mumkin. Kelgusida
metodni yanada takomillashtirish, xususan, avtomatik aniqlik tanlash, parallel hisoblash va
mashinaviy o‘qitish algoritmlari bilan integratsiya qilish orqali uning samaradorligini oshirish
mumkin.
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