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Annotatsiya: Ushbu maqolada parametrik sirtlar uchun birinchi kvadratik forma va

uning invariantlari o‘rganiladi. Natijalarda birinchi kvadratik forma koeffitsiyentlari

E,F, G orqali sirtning metrik strukturasi aniqlanishi, shuningdek, VEG — F? du dv ifodasi yuza
elementi va metrik invariant sifatida xizmat qilishi ko‘rsatiladi. Muhokama gismida ushbu
forma yordamida sirt ustidagi egri chiziglar uzunligi, ikki yo‘nalish orasidagi burchak va lokal
geometriya tahlil qilinadi. Xulosa sifatida birinchi kvadratik forma parametrik sirtlarning ichki
geometriyasini tavsiflovchi asosiy vosita ekanligi asoslanadi.

Kalit so‘zlar: parametrik sirt, birinchi kvadratik forma, differensial geometriya, metrik
invariant, E,F,G, yuza elementi, sirt metrikasi, egri chiziq uzunligi, burchak, parametr
almashtirish.

IIEPBAA KBAAPATUYHAA ®OPMA AJid IAPAMETPUYECKHUX
MMOBEPXHOCTEHN U EE UHBAPUAHTHI
AHHOTapms: B JaHHOW cTaTbe UCCIAEAYOTCS TNepBas KBaZpaTHuHas ¢dopma s
napaMeTpUYECKUX IIOBEPXHOCTEH M €€ HHBApHaHThl. B pesysbTaTax MNOKa3aHO, 4YTO
MeTpUYecKasi CTPYKTypa IOBEPXHOCTH oIpejessieTcsd 4epe3 Ko03GPHUIUMEHThbl IMepBoH

KBajpaTU4HOH ¢opMbl, a BbipakeHue VEG — F? dudv ciy>KUT 3/IeMEHTOM ILIOIAAN U
MEeTpHUYECKUM WHBAapUaHTOM. B paszese o6CyXJeHHUS C MOMOIbI JaHHOU (GOpMEI
aHAJIU3UPYIOTCS JJIMHBI KPUBBIX HA MOBEPXHOCTH, YTOJ MEX/]Ay ABYyMsl HalpaBJEeHUSIMU U
JIOKaJibHas reoMmeTpus. B 3ak/iouyeHuMe 0OOCHOBAHO, UTO MepBasg KBajJpaTHyHas ¢opma
SIBJIIETC ~ OCHOBHBIM  HMHCTPYMEHTOM, ONUCBHIBAIOLU[UM BHYTPEHHII T[EeOMETPHUI0
napaMeTpHUYEeCKUX MOBEPXHOCTEM.

Kinwo4yeBble ci0Ba: napamMeTpuyecKkas MOBEPXHOCTb, MepBasi KBajpaTU4yHasg ¢$opma,
quddepeHpaNbHas TeOMeTpPUs, METPUUYECKMW WHBApPUAHT, 3JIEMEHT IMJIOLAZH, MeTpUKa
MOBEPXHOCTH, /I/INHA KPUBOH, yToJi, 3aMeHa MapaMeTpPOB.

THE FIRST FUNDAMENTAL FORM FOR PARAMETRIC SURFACES AND ITS
INVARIANTS

Abstract: This paper investigates the first fundamental form for parametric surfaces and
its invariants. The results demonstrate that the metric structure of the surface is determined
through the coefficients of the first fundamental form, and that the expression

VEG — F? dudv serves as the area element and a metric invariant. In the discussion section,
the lengths of curves on the surface, the angle between two directions, and local geometry are
analysed by means of this form. As a conclusion, it is substantiated that the first fundamental
form is the primary instrument describing the intrinsic geometry of parametric surfaces.
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Kirish
Parametrik sirtlar differensial geometriyaning asosiy obyektlaridan biri bo‘lib, ular
fazoda sillig shakllarni analitik tarzda ifodalash imkonini beradi. Bunday sirtlar odatda ikki
parametr orqali beriladi:

r(w,v) = (x(u,v), y(w,v),z(u,v))

bu yerda (w v)parametrlar tekislikdagi koordinatalar bo‘lib, ular orqali fazodagi sirt
nuqtalari aniglanadi.

Parametrik sirtni o‘rganishda uning lokal xossalarini aniqlash muhim hisoblanadi.
Aynigsa, uzunlik, burchak va yuza kabi geometrik kattaliklarni aniglash uchun sirtning metrik
strukturasini bilish zarur. Bu vazifani bajaruvchi asosiy vosita - birinchi kvadratik forma
hisoblanadi.

Parametrik sirt uchun differensial siljish quyidagicha yoziladi:

dr=r,du+r,dv

bu yerda
or or
=™ T
Mazkur differensial orqali uzunlik elementi aniglanadi:
ds? =dr-dr

Natijada birinchi kvadratik forma quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
ds? = Edu® + 2F dudv + G dv?
bu yerda koeffitsiyentlar quyidagicha aniglanadi:
E=r, - r,,F=r,-1,,G=1,"T,
Bu koeffitsiyentlar sirtning lokal metrik xossalarini to‘liq tavsiflaydi.
Birinchi kvadratik forma yordamida quyidagi muhim geometrik kattaliklar aniglanadi:
egri chiziq uzunligi, ikki yo'nalish orasidagi burchak, sirt ustidagi yaqinlik (metrika).
Masalan, sirt ustidagi egri chiziq uzunligi:
L=[Eu?+2Fuv+Gv2dt
Burchak esa quyidagicha aniqlanadi:
E du,du, + F(du,dv, + du,dv,) + G dv,dv,
VE du? + 2F du,dv; + G dv? \JE du? + 2F du,dv, + G dv?
Mavzuning dolzarbligi shundan iboratki, birinchi kvadratik forma sirtning ichki
geometriyasini aniqlaydi, ya’'ni sirtning shaklidan qat’i nazar, uning ichki metrik xossalari
aynan shu forma orqali ifodalanadi.

cos 0 =

Shuningdek, quyidagi ifoda: EG — F? sirtning muhim invariantlaridan biri bo‘lib, u nolga
teng bo‘lmaganda sirt regulyar ekanligini bildiradi va yuza elementini aniqlashda ishlatiladi:
dS = VEG — F? du dv. Mazkur maqolaning asosiy maqsadi parametrik sirtlar uchun birinchi
kvadratik formani aniqlash, uning invariantlarini o‘rganish va ular orqali sirtning geometrik
xossalarini tahlil qilishdan iborat.

Tadgiqotning ilmiy yangiligi shundaki, birinchi kvadratik forma metrik invariantlar tizimi
sifatida qaraladi va uning geometrik mazmuni chuqur tahlil gilinadi. Shunday qilib, parametrik
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sirtlar uchun birinchi kvadratik forma differensial geometriyaning asosiy tushunchalaridan biri

bo‘lib, u orqali sirtning barcha ichki xossalarini aniglash mumkin.

Metod

Mazkur tadqiqot parametrik sirtlar uchun birinchi kvadratik formani o‘rganishga
qaratilgan bo‘lib, differensial geometriya, vektor analiz va parametrik akslantirishlar metodlari
asosida olib borildi. Asosiy obyekt sifatida fazoda berilgan silliq parametrik sirt: r(u, v) qaraldi.

Tadgiqotning boshlang‘ich nuqtasi sifatida sirtning differensial siljishi aniqlanib, u orqali
metrik struktura hosil gilindi:

dr =r,du+r,dv
Bu ifodani 0‘z-o‘ziga skalyar ko‘paytirish orqali birinchi kvadratik forma olindi:
ds? =dr-dr
Natijada quyidagi umumiy ko‘rinish hosil bo‘ldi:
ds? = Edu® + 2F dudv + G dv?
bu yerda koeffitsiyentlar:
E=r, - r,F=r,-1,,G=1,"T,

ko‘rinishda aniqlanadi.

Metodologiyada ushbu koeffitsiyentlar orqali sirtning metrik xossalari o‘rganildi.
Xususan, quyidagi tengsizlik asosiy rol o‘ynadi:

EG—F?>>0
Bu shart sirtning regulyarligini va parametrlar mustaqilligini ta’minlaydi.
Parametrik o‘zgarishlar ta’sirini tahlil qilish uchun quyidagi transformatsiya qaraldi:
u=u(st),v=uv(st)

Bu holda birinchi kvadratik forma yangi koordinatalarda ham kvadratik ko‘rinishni

saglab qolishi ko‘rsatildi. Ya'ni:
ds? = E' ds? + 2F' ds dt + G' dt?

Bu natija birinchi kvadratik formaning koordinata almashtirishlarga nisbatan kovariant
xarakterga ega ekanligini bildiradi.

Metodologiyada yana bir muhim invariant quyidagicha aniqlandi:

EG — F?
Bu ifoda parametr o‘zgarishlarida quyidagi qonuniyat bilan o‘zgaradi:
(EG—F*)'=(EG—-F?*-]?

bu yerda J- Yakobian determinant. Bu natija invariantning geometrik mazmunini ochib beradi.

Yuza elementini aniglash uchun quyidagi formula qo‘llanildi:

dS =llry Xr, || dudv

Bu ifoda birinchi kvadratik forma bilan boglanib:

I r, X, I=VEG — F?

Metodologiyada egri chiziglar uzunligini hisoblash uchun parametrik funksiya:
u =u(t),v =v(t)
garaldi va uzunlik quyidagicha ifodalandi:

L = [Eu? + 2Fuv + Gv2 dt

ko‘rinishda yozildi.
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Shuningdek, ikki yo‘nalish orasidagi burchak aniqlash formulasi ham qo‘llanildi:
E du,du, + F(du,dv, + du,dv;) + G dv,dv,
VE du? + 2F du,dv, + G dv? \JE du? + 2F du,dv, + G dv?
Metodologiyaning yakuniy bosqichida quyidagi umumiy model shakllantirildi:
r(u,v) — (E,F,G) — geometrik xossalar
Bu model orqali: parametrik sirt — differensiallar, differensiallar — kvadratik forma, kvadratik
forma — metrik invariantlar o‘zaro bog‘landi.

Shunday qilib, qo‘llanilgan metodologiya parametrik sirtlarning birinchi kvadratik
formasi orqali metrik strukturasini aniglash, invariantlarni tahlil qilish va geometrik xossalarni
formal tarzda ifodalash imkonini berdi.

Natija

Tadqiqot natijasida parametrik sirtlar uchun birinchi kvadratik forma sirtning ichki
geometriyasini to'liq aniglovchi fundamental matematik obyekt ekanligi asoslandi. Olingan
natijalar shuni ko‘rsatdiki, E, F, G koeffitsiyentlar sirtning barcha metrik xossalarini ifodalovchi
yetarli parametrlar hisoblanadi.

Avvalo, birinchi kvadratik forma orqali masofa tushunchasi aniqlanishi quyidagi asosiy
bog‘lanish bilan ifodalandi:

cos 0 =

ds? = Edu® + 2F dudv + G dv?

Bu formula sirt ustidagi infinitesimal uzunlikni aniglashning yagona vositasi sifatida
garaldi.

Natijalarda quyidagi muhim invariant aniglashtirildi: EG — F?. Bu ifoda nolga teng
bo‘lmaganda sirtning regulyarligini ta'minlaydi va quyidagi natijaga olib keladi:

EG — F? > 0 > r, var, chizigli mustagqil

Bu natija parametrik sirtning lokal tekislikka ega ekanligini bildiradi.

Tadgiqot davomida quyidagi asosiy geometrik xossa aniqlandi:

e, xr, |I=EG — F2

Bu natija birinchi kvadratik forma bilan yuza elementi orasidagi chuqur bog‘lanishni ko‘rsatadi
va sirtning lokal “o‘lcham koeffitsiyenti” sifatida talqin qilindi.

Natijalarda yana bir muhim bog‘lanish olindi:

(dr,dr) = ds?

Bu esa birinchi kvadratik forma aslida sirtga induksiya qilingan metrika ekanligini ko‘rsatadi.

Teorema (birinchi kvadratik forma invariantligi prinsipi): Agar parametrik sirt
koordinatalari silliq almashtirilsa, birinchi kvadratik forma kvadratik ko‘rinishini saqlaydi va
sirtning geometrik xossalari o‘zgarmaydi.

Bu natija sirtning ichki geometriyasi parametr tanlashga bog‘liq emasligini bildiradi.
Natijalarda quyidagi muhim xossa ham aniqlashtirildi:

F = 0 = parametr chiziqlari ortogonal

Bu esa parametrik chiziqlarning o‘zaro joylashuvini aniglash imkonini beradi.

Shuningdek, quyidagi holat alohida qaraldi:

E=G=1F=0

Bu holda parametrlar ortonormal bo'lib, sirt lokal ravishda Evklid tekisligiga oxshash

bo‘ladi.
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Tadqiqot davomida quyidagi umumiy strukturaviy model shakllantirildi:
(E,F,G) — (ds?, dS, 0)

ya'ni: E, F, G- uzunlik, E, F, G- yuza, E, F, G- burchak aniqlaydi.

Natijalarning yana bir muhim jihati shundaki, birinchi kvadratik forma orqali sirtning
ichki geometriyasi tashqi joylashuvdan mustagqil ravishda aniglanadi. Bu esa quyidagi xulosaga
olib keladi: Ichki geometriya = birinchi kvadratik forma.

Umuman olganda, olingan natijalar parametrik sirtlar uchun birinchi kvadratik forma
metrik invariantlar tizimi sifatida xizmat qilishini va u orqali sirtning barcha asosiy geometrik
xossalarini aniglash mumkinligini ko‘rsatdi.

Muhokama

Olingan natijalar birinchi kvadratik forma parametrik sirtlarning ichki geometriyasini
aniqlovchi markaziy tushuncha ekanligini ko‘rsatdi. Ushbu forma orqali uzunlik, burchak va
yuza kabi barcha asosiy geometrik kattaliklar aniqlanishi uning fundamental rolini tasdiqglaydi.

Muhokama natijalariga ko‘ra, birinchi kvadratik forma aslida fazodagi standart skalyar
ko‘paytmaning sirtga cheklanishi sifatida qaraladi:

ds? =dr-dr
Bu esa sirt ichida yashovchi kuzatuvchi uchun geometriya to‘liq ushbu forma orqali
ifodalanishini bildiradi.

Eng muhim nazariy xulosalardan biri - sirtning ichki xossalari tashqi joylashuvdan
mustagqil ekanligidir. Bu g‘oya differensial geometriyada muhim o‘rin tutadi va u Gaussning
mashhur natijasi bilan bog'liq: sirtning egriligi birinchi kvadratik forma orqali aniglanishi
mumkKin. Ya'ni, sirtning ichki geometriyasi faqat metrik struktura orqali tavsiflanadi.

Muhokamada quyidagi muhim xossa yana bir bor ta’kidlandi: EG — F? > 0. Bu shart
parametrik sirtning lokal regulyarligini ta’'minlaydi va sirtning tangent tekisligi mavjudligini
kafolatlaydi.

Parametrik chiziglar orasidagi burchakni aniglash formulasi:

cos 0 = ——

VEG

(agar du = dv bo‘lsa) parametrlarning o‘zaro joylashuvi haqida muhim ma’lumot beradi.
Xususan, F = Oholatda parametr chiziglari ortogonal bo‘lishi sirtni o‘rganishni sezilarli
darajada soddalashtiradi.

Muhokamada yana bir muhim jihat - birinchi kvadratik formaning transformatsion
xossalari hisoblanadi. Parametrlar o‘zgartirilganda E, F, G o‘zgaradi, lekin: ds? o‘zgarmaydi. Bu
esa metrik strukturaning invariant ekanligini bildiradi.

Shuningdek, quyidagi natija muhim ahamiyatga ega:

dS =+ EG — F?dudv
Bu formula sirt yuzasining lokal o‘lchamini aniqlaydi va geometriyaning analitik hamda fizik
talqinini bog'laydi.

Muhokamada yana bir muhim jihat - geodezik chiziglar bilan bog‘liq. Birinchi kvadratik
forma orqali aniglangan uzunlik funksionali minimallashtirilganda geodeziklar hosil bo‘ladi. Bu
esa quyidagi xulosani beradi:

Geodeziklar = metrikaga bog'liq
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Shuningdek, yuqori darajadagi nazariyada birinchi kvadratik forma Riemann metrikasining
maxsus holi sifatida garaladi. Bu esa sirtlar nazariyasini umumiy ko‘p o‘lchovli manifoldlarga
kengaytirish imkonini beradi. Umuman olganda, muhokama natijalari birinchi kvadratik forma
parametrik sirtlarning ichki geometriyasini to‘liq tavsiflovchi, invariant va universal matematik

vosita ekanligini ko‘rsatdi.
Xulosa
Mazkur tadqiqotda parametrik sirtlar uchun birinchi kvadratik forma va uning
invariantlari tizimli ravishda o‘rganildi hamda ularning geometrik mazmuni aniqlashtirildi.
Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, birinchi kvadratik forma sirtning ichki geometriyasini
tavsiflovchi asosiy matematik obyekt hisoblanadi.
Tadqiqot natijalari quyidagi umumiy xulosalarni chigarish imkonini berdi:
- birinchi kvadratik forma sirtning metrik strukturasini aniqlaydji;
- E,F,Gkoeffitsiyentlar sirtning lokal geometrik xossalarini ifodalaydi;
- EG — F? > Osharti sirtning regulyarligini ta’minlaydi;
- parametrlar o‘zgarishida forma oz ko‘rinishini saqlaydi;
- ichki geometriya tashqi joylashuvdan mustaqil aniglanadi.
Shuningdek, quyidagi umumiy model asoslandi:
r(u,v) = (E,F,G) > (ds? dS, 0)
Umuman olganda, olingan natijalar birinchi kvadratik forma parametrik sirtlarning ichki
geometriyasini tavsiflovchi universal va invariant matematik vosita ekanligini ko‘rsatdi.
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