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Annotatsiya: Ushbu maqolada proyektiv geometriyaning asosiy faktlari, invariantlari va

ularning nazariy hamda amaliy ahamiyati o‘rganiladi. Natijalarda ikki nisbatning invariantligi,
garmonik to‘rtlik, dualizm prinsipi va proyektiv transformatsiyalar xossalari asoslandi.
Shuningdek, ushbu invariantlarning chizma geometriya, kompyuter grafika va optik
modellashtirishdagi roli tahlil qilindi. Xulosa sifatida proyektiv geometriya invariantlar orqali

geometrik strukturalarni chuqur tushuntiruvchi fundamental nazariya ekanligi ko‘rsatildi.
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OCHOBHBIE ®AKTbI, HIHBAPUAHTbI IPOEKTUBHOU TEOMETPUH U UX
TEOPETUYECKUU U IPAKTUYECKHU AHAJIU3

AHHOTapms: B [gaHHOH cTaTbe HCCAELYIOTCS OCHOBHBIE (GAKTbl WU HHBAapPUAHTHI
IPOEKTUBHOMW TeOMeTpUM, a TaKXKe HX TeopeTHyecKkoe M IMpaKTU4YecKoe 3HayeHue. B
pe3ysibTaTax OOOCHOBaHbl HHBAPUAHTHOCTb [JBOWMHOTO OTHOUIEHMS, TapMOHHUYECKast
yeTBEPKaA, MPUHLMUN JBOMCTBEHHOCTU U CBOWCTBA NMPOEKTUBHBIX Mpeobpa3oBaHUil. Kpome
TOrO0, IpOaHaAJM3UPOBAaHA POJIb JAHHBIX WHBAPUAHTOB B HauyepTaTeJbHON TreoMeTpHH,
KOMIBIOTEPHOU rpaduke U ONTHUYECKOM MOJEJUPOBAaHHUHU. B 3ak/oueHHe MOKa3aHO, 4TO
IpPOEKTUBHAsl TeoMeTpUsl MpeAcCTaBJisseT co60M ¢QyHJaMEeHTAJbHYI0 TeOpHI0, TIJY60KO
06'BSACHAIOLLYI0 FTeOMETPUYECKHUE CTPYKTYPbl OCPEACTBOM HHBAPHUAHTOB.

Kinwo4yeBble c/i0Ba: NMpPOEKTHBHAs TeOMETPHUs, WHBAPUAHT, [ABOWHOE OTHOIIEHHUE,
rapMoHHYecKasi YeTBEPKa, MEepPCIEeKTUBHOE OTOOpaKeHUe, ABOMCTBEHHOCTb, MPOEKTHUBHOE
IPOCTPAHCTBO, TPeo6pa3oBaHUE.

FUNDAMENTAL FACTS AND INVARIANTS OF PROJECTIVE GEOMETRY AND

THEIR THEORETICAL AND PRACTICAL ANALYSIS
Abstract: This paper examines the fundamental facts and invariants of projective

geometry, along with their theoretical and practical significance. The results substantiate the
invariance of the cross-ratio, the harmonic quadruple, the principle of duality, and the
properties of projective transformations. Furthermore, the role of these invariants in
descriptive geometry, computer graphics, and optical modelling is analysed. As a conclusion, it
is demonstrated that projective geometry constitutes a fundamental theory that provides a
deep explanation of geometric structures through invariants.

Keywords: projective geometry, invariant, cross-ratio, harmonic quadruple, perspective
mapping, duality, projective space, transformation.
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Proyektiv geometriya klassik Evklid geometriyasining umumlashgan shakli bo‘lib, unda
masofa va burchak kabi metrik tushunchalar ikkinchi darajaga tushiriladi, asosiy e’tibor esa
incidensiya (nuqta-to‘g'ri chiziq munosabatlari) va invariantlarga qaratiladi. Ushbu
geometriyada asosiy g‘oya - turli tasvirlashlar (proyeksiyalar) ostida saqglanib qoluvchi
xossalarni aniqlashdan iborat.

Proyektiv fazoda nuqtalar gomogen koordinatalar yordamida ifodalanadi:

(x:y:2)
bu yerda (x, y, z) # (0,0,0) va barcha proporsional uchliklar bitta nuqtani ifodalaydi:
(x:y:z) ~ (Ax: dy: Az),A # 0
Proyektiv geometriyada asosiy transformatsiyalar quyidagicha yoziladi:
eiy:z2)» (x":y"z)=(ax+by+cz:a'x+b'y+c'zza"x+b"y+c"z)
Bu transformatsiyalar proyektiv akslantirishlar bo‘lib, ular to‘g'ri chiziglarni to‘g'ri
chiziqlarga o‘tkazadi.
Mazkur geometriyada eng muhim invariantlardan biri - ikki nisbat (cross-ratio)

hisoblanadi. Agar A4, B, C, Dnugqtalar bir chiziqda yotsa:
_ _AC AD
(A,B;C,D) = 5C T BD
Ikki nisbatning asosiy xossasi: (4,B;C,D) = (A’,B’;C',D") ya’ni u har qanday proyektiv
akslantirish ostida ozgarmaydi.

Maxsus holatda: (4,B;C,D) = —1 bo‘lsa, nuqtalar garmonik to‘rtlik hosil qiladi. Bu
konfiguratsiya proyektiv geometriyada muhim rol o‘ynaydi.

Proyektiv geometriyaning yana bir fundamental prinsipi - dualizm hisoblanadi. Bu
prinsipga ko‘ra, har bir teorema uchun unga dual bo‘lgan teorema mavjud:

nuqta < to‘g'ri chiziq
Masalan, “ikki nuqta orqali bitta chiziq o‘tadi” teoremasiga dual:
“ikki chiziq bir nugqtada kesishadi”.

Proyektiv geometriyada invariantlar muhim rol o‘ynaydi, chunki ular tasvirlash usulidan
qat'i nazar geometrik obyektlarning mohiyatini saqlab qoladi. Mazkur maqolaning asosiy
magqsadi proyektiv geometriyaning asosiy faktlarini, invariantlarini va ularning nazariy hamda
amaliy ahamiyatini tizimli ravishda o‘rganishdan iborat. Tadqiqotning ilmiy yangiligi shundaki,
proyektiv invariantlar yagona tizim sifatida garaladi va ularning geometrik hamda amaliy
talqini chuqur tahlil qilinadi.

Shunday qilib, proyektiv geometriya invariantlar orqali geometrik strukturalarni
umumlashtirish va chuqur tushunish imkonini beruvchi fundamental matematik nazariya
hisoblanadi.

Metod

Mazkur tadgiqot proyektiv geometriyaning asosiy faktlari va invariantlarini o‘rganishga
qaratilgan bo‘lib, proyektiv fazolar nazariyasi, ikki nisbat (cross-ratio), gomogen koordinatalar
va transformatsiyalar metodlari asosida olib borildi. Asosiy obyekt sifatida proyektiv tekislik
IP? va undagi nuqta hamda to‘g‘ri chiziglar garaldi.

Metodologiyaning boshlang‘ich nuqtasi sifatida nuqtalarni gomogen koordinatalar orqali
ifodalash qabul qilindi:

(x:y:z) ~ (Ax: dy: Az),A # 0




INNOVATIVE «Zamonaviy dunyoda ilm-fan va texnologiya» nomli
ACADSNY ilmiy-amaliy konferensiya

Bu yondashuv proyektiv fazoda nuqtalarning koordinata tanlashga bogliq emasligini
ta’'minlaydi.
Proyektiv akslantirishlar umumiy chizigli transformatsiyalar orqali berildi:
(eiyiz)» (x":y"z)=(ax+by+cz:a'x+b'y+c'zza"x+b"y+c"z)
Bu transformatsiyalarni matritsali ko‘rinishda yozish mumkin:
x' = Ax,A € GL(3)
Metodologiyada asosiy invariant sifatida ikki nisbat qo‘llanildi. Bir to‘gri chiziqda yotuvchi

A, B, C, Dnuqtalar uchun:
_ AC AD
(A,B;C,D) = 5C T BD
[kki nisbatning invariantligi quyidagicha tekshirildi:
(A,B;C,D) =(A",B’;C',D")
Bu natija proyektiv transformatsiyalar ostida asosiy geometrik munosabatlar saqlanishini
ko‘rsatadi.
Analitik tahlilda koordinata usuli ham gqo‘llanildi. Chizigda:
A=0,B=1,C=c¢D=d
deb olinib, ikki nisbat quyidagicha yozildi:
_ ¢ d
WECD) =7 71
Bu ifoda invariantlikni tekshirish uchun asosiy vosita sifatida ishlatildi.
Metodologiyada garmonik to‘rtlik maxsus invariant holat sifatida qaraldi:
(A,B;C,D) = -1

Bu shart geometrik konstruktsiyalar orqali ham tekshirildi va ichki hamda tashqi bo‘linishlar

bilan bog‘landi: '2—;= —%. Dualizm prinsipi metodologiyaning muhim elementi sifatida

qo‘llanildi. Bu prinsipga ko‘ra, har bir nuqta-to‘g‘ri chiziq munosabati dual almashtirish orqali
o‘zgartirildi: nuqta < to‘gri chiziq. Bu yondashuv teoremalarni ikki tomonlama tekshirish
imkonini berdi.

Metodologiyada perspektiv akslantirishlar ham o‘rganildi. Agar nuqtalar bir nuqtadan
proyeksiyalansa, ularning kollinearligi va ikki nisbat qiymati saqlanishi ko‘rsatildi. Bu esa
proyektiv geometriyaning asosiy prinsipi - invariantlikni tasdiglaydi.

Shuningdek, quyidagi asosiy xossalar tekshirildi: to‘g‘ri chiziglar to‘g'ri chiziqlarga o‘tadi,
kesishish xossalari saqlanadi, parallel chiziqlar cheksizlikdagi nuqtada kesishadi.

Bu oxirgi xossa proyektiv tekislikning kengaytirilganligini bildiradi:

P? = R? U {cheksizlikdagi nugtalar}

Metodologiyaning yakuniy bosqichida quyidagi umumiy model shakllantirildi:
geometrik obyekt — transformatsiya — invariant.

Bu model orqali: nuqtalar va chiziglar = proyektiv akslantirishlar, akslantirishlar —
invariantlar, invariantlar - geometrik xossalar o‘zaro bog‘landi.

Shunday qilib, qo‘llanilgan metodologiya proyektiv geometriyada invariant tushunchasini
aniqlash, ularning saqlanish qonunlarini tekshirish va geometrik hamda analitik talqinini
berish imkonini berdi.

Mazkur chizmada proyektiv geometriyaning asosiy prinsipi - proyektiv akslantirish
ostida invariantlarning saqlanishi tasvirlangan.
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Chizmada: " N\
- bir to‘g'ri chiziqda joylashgan A4, B, C, D nuqtalar . B \\
- ularning boshqa chiziqqa proyeksiyasi A’, B’, C’, D’ R N
- proyeksiya markazi orqali o‘tuvchi chiziqlar # C\\
ko‘rsatilgan. \ \\\ ”
Asosiy invariant quyidagicha ifodalanadi: (4, B; C,D) = .. \\\
(A',B'; C',D"). Bu tenglik shuni bildiradiki, nuqtalar qanday 0 X D\
proyeksiyalansa ham, wularning ikki nisbat qiymati et 4 < o

o‘zgarmaydi. Agar: (4,B;C,D) = —1 bo‘lsa, chizmada garmonik to‘rtlik hosil bo‘ladi va bu
konfiguratsiya ham proyeksiyada saqlanadi.

Natija

Tadqgiqot natijasida proyektiv geometriyada invariantlar tushunchasi geometrik
strukturalarni aniqlovchi asosiy omil ekanligi aniqlandi. Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki,
proyektiv akslantirishlar ostida saqlanuvchi kattaliklar orqali geometrik obyektlarning
mohiyati to‘liq tavsiflanadi.

Avvalo, ikki nisbat (cross-ratio) proyektiv geometriyaning asosiy invariantidir:
_ _AC AD
(A,B, C,D) = ﬁ_ﬁ
va u quyidagi xossani ganoatlantiradi:
(4,B;C,D) =(A",B’;C',D")
Bu natija shuni ko‘rsatadiki, to‘rtta nuqtaning proyektiv joylashuvi aynan ikki nisbat orqali
aniqlanadi.

Teorema (proyektiv invariantlik prinsipi): Agar geometrik konfiguratsiya proyektiv
transformatsiya ostida saqlansa, u invariantlar orqali to‘liq tavsiflanadi.

Bu teorema invariantlar nazariyasining markaziy g‘oyasini ifodalaydi.

Natijalarda garmonik to‘rtlik alohida invariant konfiguratsiya sifatida garaldi:

(A,B;C,D) =-1
Bu holat ichki va tashqi bo‘linishlar o‘rtasidagi maxsus simmetriyani ifodalaydi va
quyidagi bog‘lanish bilan aniglanadi:
AC AD
CB~ DB
Shuningdek, quyidagi muhim xossa aniqlashtirildi:
(A,B;C,D) =(C,D;A,B)

Bu esa konfiguratsiyaning o‘zaro simmetrikligini ko‘rsatadi.

Natijalarda dualizm prinsipi ham muhim rol o‘ynashi ko‘rsatildi. Har bir teorema uchun
unga dual teorema mavjud bo‘lib, bu quyidagi umumiy moslik orqali ifodalanadi: nuqta <
to‘g'ri chiziq. Bu natija proyektiv geometriyada teoremalar sonini “ikki barobar” ko‘paytirish
imkonini beradi.

Tadgiqot davomida quyidagi strukturaviy model shakllantirildi:

proyektiv transformatsiya = invariantlar = geometrik xossalar
Bu model invariantlarning asosiy rolini ko‘rsatadi.
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Natijalarning yana bir muhim jihati - cheksizlikdagi nuqtalar tushunchasining qo‘llanilishi
hisoblanadi: parallel chiziqlar = cheksizlikda kesishadi. Bu natija proyektiv tekislikni yopiq
geometrik tizimga aylantiradi.

Shuningdek, quyidagi muhim xulosa olindi:

metrik xossalar ozgaradi, lekin proyektiv invariantlar saqlanadi

Bu esa proyektiv geometriyaning metrik geometriyadan asosiy farqini ko‘rsatadi.

Natijalarda invariantlar orqali geometrik masalalarni soddalashtirish mumkinligi ham
asoslandi. Masalan, murakkab proyeksion tasvirlarda nuqtalar o‘rtasidagi munosabatlar aynan
ikki nisbat orqali aniglanadi. Umuman olganda, olingan natijalar proyektiv geometriyada
invariantlar geometrik strukturalarni tavsiflovchi asosiy vosita ekanligini va ular orqali
murakkab geometrik munosabatlarni soddalashtirish mumkinligini ko‘rsatdi.

Muhokama

Olingan natijalar proyektiv geometriyada invariantlar tushunchasi geometrik
obyektlarning eng muhim xossalarini aniqlovchi asosiy vosita ekanligini ko‘rsatdi. Ayniqgsa, ikki
nisbat (cross-ratio) invariant sifatida barcha proyektiv transformatsiyalar ostida saqlanishi
ushbu nazariyaning markaziy g‘oyasini tashkil etadi.

Muhokama natijalariga ko‘ra, proyektiv geometriya metrik tushunchalardan mustaqil
bo‘lib, u geometrik obyektlarning faqat o‘zaro joylashuviga asoslanadi. Shu sababli masofa va
burchak o‘zgarishi mumkin, lekin: (4, B; C, D) qiymati o‘zgarmaydi. Bu esa invariantlarning
geometrik “mohiyatni saqlovchi” rolini ko‘rsatadi.

Garmonik to‘rtlik: (4, B; C,D) = —1 maxsus invariant konfiguratsiya sifatida qaralib, u
ko‘plab geometrik konstruktsiyalarda markaziy o‘rin egallaydi. Muhokamada aniqlanishicha,
bu konfiguratsiya simmetrik bo‘linish va proyektiv muvozanatni ifodalaydi.

Dualizm prinsipi proyektiv geometriyaning eng chuqur g'oyalaridan biri sifatida
baholandi. Nuqta va to‘g'ri chiziq o‘rtasidagi quyidagi moslik:

nuqta < to‘g'ri chiziq

geometrik teoremalarni umumlashtirish va soddalashtirish imkonini beradi. Bu esa
nazariy jihatdan kuchli metod hisoblanadi.

Muhokamada proyektiv transformatsiyalar quyidagi umumiy ko‘rinishda qaraldi:

az +b

cz+d
Bu transformatsiyalar kompleks analiz bilan bog‘liq bo‘lib, invariantlarning chuqur

algebraik asosga ega ekanligini ko‘rsatadi. Muhokamada yana bir muhim jihat - cheksizlikdagi
nuqtalar  tushunchasi hisoblanadi. Proyektiv  tekislikda parallel chiziqlar:
cheksizlikdagi nuqtada kesishadi.

Bu esa geometriyani yopiq va simmetrik tizimga aylantiradi. Shuningdek, proyektiv
geometriya affine va Evklid geometriyalarni umumlashtiruvchi tizim sifatida garaldi. Ya'ni:
Evklid c affin c proyektiv. Bu ierarxiya invariantlar orqali tushuntiriladi.

Muhokama natijalari shuni ko‘rsatdiki, proyektiv invariantlar nafaqat nazariy tushuncha,

Z =

balki real dunyodagi tasvirlash, modellashtirish va analiz jarayonlarida muhim rol o‘ynaydi.
Umuman olganda, proyektiv geometriya invariantlar orqali geometrik strukturalarni chuqur
anglash imkonini beruvchi universal matematik vosita hisoblanadi.
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Xulosa
Mazkur tadqiqotda proyektiv geometriyaning asosiy faktlari, invariantlari va ularning
nazariy hamda amaliy ahamiyati tizimli ravishda o‘rganildi. Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki,
proyektiv geometriyada invariantlar geometrik obyektlarning eng muhim xossalarini
aniglovchi asosiy vosita hisoblanadi.
Tadqiqot natijalari quyidagi umumiy xulosalarni chigarish imkonini berdi:
- proyektiv transformatsiyalar geometrik obyektlarning joylashuvini o‘zgartiradi, lekin
invariantlarni saglaydi;
- ikki nisbat proyektiv geometriyaning asosiy invariantidir;
- garmonik to‘rtlik maxsus invariant konfiguratsiya hisoblanadji;
- dualizm prinsipi nazariy tahlilni soddalashtiradji;
- proyektiv geometriya metrik geometriyalarni umumlashtiradi.
Shuningdek, quyidagi umumiy model asoslandi:
transformatsiya = invariant = geometrik xossalar
Natijalarning muhim jihati shundaki, invariantlar orqali geometrik obyektlarning
mohiyati tasvirlash usulidan mustaqil ravishda aniglanadi.
Umuman olganda, olingan natijalar proyektiv geometriya invariantlar orqali geometrik
strukturalarni chuqur tushuntiruvchi fundamental nazariya ekanligini ko‘rsatdi.
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