INNOVATIVE «Zamonaviy dunyoda ilm-fan va texnologiya» nomli
ACADSNY ilmiy-amaliy konferensiya

GRIN FUNKSIYALARI VA ISSIQLIK TENGLAMASI UCHUN QO‘LLANILISHI

Jo‘rayeva Feruza Baxtiyor qizi
Shahrisabz davlat pedagogika instituti
feruzajorayevaasila@mail.ru
Ulasheva Anvara Chori qizi
Shahrisabz davlat pedagogika instituti
Makromakro461@gmail.com
Annotatsiya: Mazkur maqolada Grin funksiyalarining nazariy asoslari va ularning issiglik

tenglamasini yechishda qo‘llanilishi tahlil gilinadi. Chiziqli differensial operatorlar uchun Grin
funksiyasining aniglanishi, fundamental yechim tushunchasi hamda boshlang‘ich va chegaraviy
masalalarni yechishdagi roli ko‘rib chiqiladi. Issiglik tenglamasi uchun Grin funksiyasi
yordamida umumiy yechimni integral ko‘rinishda ifodalash usullari yoritiladi. Shuningdek,
nazariy bilimlarni mustahkamlash maqsadida amaliy misollar keltirilib, ularning yechimlari
bosqichma-bosqich tahlil gilinadi.

Kalit so‘zlar:

Grin funksiyasi, issiglik tenglamasi, differensial tenglama, fundamental yechim,
chegaraviy masala, boshlang‘ich shart, integral ifoda, matematik fizika, issiqlik o‘tkazuvchanlik,
Dirak delta funksiyasi.

Abstract.

This article examines the theoretical foundations of Green's functions and their
application to solving the heat equation. The definition of Green’s function for linear differential
operators, the concept of the fundamental solution, and its role in solving initial and boundary
value problems are discussed. Methods for expressing the general solution of the heat equation
in integral form using Green’s functions are presented. Additionally, several practical examples
are provided, and their solutions are analyzed step by step to reinforce the theoretical concepts.
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AHHOTaAUMA.

B naHHOUW cTaTbhe paccMaTpPUBAKOTCA TeOpeTHYecKHe OCHOBbI QYyHKUMH ['puHa U HX
IpUMeHEHWe TMPU pelleHUH YpPaBHEHUS TemaonpoBoAHOCTU. OcBelalOTCS oOlpefiesieHue
byHkuuu  puHa i JIMHeWHbIX  AuddepeHIMaIbHbIX  ONEpPaTOPOB,  IMOHSATHE
byH/laMeHTaILHOTO pellleHHs], a TaKXKe UX POJIb B pellleHUH HadyaJbHbIX U KpaeBbIX 33/av.
[lokazaHbl MeTOAbI MpEJICTABJEHUS OOIIEro pelleHUs ypaBHEHHS TeMJIONPOBOJHOCTU B
WHTerpajbHON ¢opMe c wucnosbzoBaHueM JyHkui [puHa. Kpome Toro, npuBejeHbI
NpaKTU4YeCcKHUe NpUMephbl C IOAPOOHBIM MO3TAMHBIM pa360pOM pelleHUH.

KinrouyeBnle cioBa:

¢yHkuua [puHa, ypaBHeHHe TeNJONpPOBOAHOCTH, AuddepeHlMalibHOE YpaBHEHUE,
byH/laMeHTa/lbHOEe pellleHWe, KpaeBas 3ajlaya, HayaJbHOE VYCJI0BUE, WHTErpajbHOe
npeJicTaBJeHHe, MaTeMaTH4YecKasi pHU3UKa, TEIJIONPOBOHOCTb, JlesibTa-QyHKIUSA Jupaka.

Kirish.

Matematik fizikaning muhim bo‘limlaridan biri bo‘lgan differensial tenglamalar ko‘plab
tabiiy jarayonlarni ifodalashda asosiy vosita hisoblanadi. Xususan, issiqlik o‘tkazuvchanlik
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jarayonlarini ifodalovchi issiglik tenglamasi amaliy jihatdan katta ahamiyatga ega. Ushbu
tenglamani yechishda Grin funksiyalari samarali metodlardan biri hisoblanadi.
Grin funksiyasi usuli chizigli differensial operatorlar uchun umumiy yechimni qurishda
qo‘llanilib, aynigsa chegaraviy masalalarda muhim rol o‘ynaydi.
Asosiy qism.
GRIN FUNKSIYASINING TA'RIFI
2.1 Umumiy ta'rif
L — chiziqli differensial operator bo'lsin. U holda G(x,x") Grin funksiyasi quyidagi
tenglamani ganoatlantiradi:

LG(x,x) = 6(x — %)
Bu yerda:
e x — kuzatuv nuqtasi (field point)
e x' — manba nugqtasi (source point)
e §(x — x') — Dirak delta-funksiyasi
e . — differensial operator (masalan, Laplasian, issiqlik operatori va h.k.)
2.2 Grin funksiyasining asosiy xossalari
1. Simmetriya xossasi (0'z-0'ziga qo'shma operatorlar uchun):
G(x,x) = GX',x)
2. Chegaraviy shartlarni ganoatlantirish:
Grin funksiyasi berilgan masalaning bir xil (gomogen) chegaraviy shartlarini
ganoatlantiradi.
3. Yechimni topish formulasi:
ux) = [ G(xx) - f(x') dx
Bu formula Grin funksiyasining eng muhim tatbiqi bo'lib, ixtiyoriy manba f(x') uchun
yechimni beradi.
Issiqlik tenglamasining umumiy ko'rinishi
Issiqglik tenglamasi (diffuziya tenglamasi) quyidagi ko'rinishda yoziladi:

M a P chaml
prablc R (bir o'lchamli holat)

du/ 0t = a? - Au (ko'p o'lchamli holat)
Bu yerda:

e u(x,t) — temperatura funksiyasi (joy va vaqtga bog'liq)

ea’ = (;(T) — issiglik o'tkazuvchanlik koeffisienti
PURTM . w
e k — issiqlik o'tkazuvchanlik (%)

« p — zichlik )

e ¢ — solishtirma issiqlik sig'imi ((kg K))
e A — Laplasian operatori
3.2 Grin funksiyasi issiglik tenglamasi uchun
[ssiglik tenglamasining Grin funksiyasi (bir o'lchamli cheksiz o'q uchun) quyidagi

ko'rinishga ega:
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Gixtx't") = .
<2a (m(t— t’))>
—(x=x)?
e4a’(t—tr)

Bu Gausskiy (normal tagsimot) ko'rinishdagi funksiya bo'lib, issiqlikning tarqalishini
tavsiflaydi.

Eigenfunction yoyilmasi usuli

Chegarali sohada Grin funksiyasini quyidagicha yoyish mumkin:

’

X
G(x,x) = Z, @u(X) * On =

n

Bu yerda ¢, — operator L ning xos vektorlari (eigenfunctions), 1, esa mos xos qiymatlar
(eigenvalues).

4.2 Laplace almashtirilmasi usuli

Vaqtga bog'liq masalalarda Laplace almashtirilmasi juda qulay:

L{G(x,t)} = G(x,s) = yechim — teskari Laplace

Fizik ma’nosi

Bu formulaning ma’nosi juda muhim:
¢ ¢ nuqtada berilgan nuqtaviy issiqlik manbasi
e vaqt o‘tishi bilan issiqlik gauss tagsimoti bo‘yicha tarqaladi
¢ maksimum markazda, asta-sekin yoyiladi

Bu diffuziya jarayonining fundamental modeli.

Umumiy yechim (boshlang‘ich shart bilan)

Agar boshlang‘ich temperatura:

u(x,0) = (x)
bo‘lsa, yechim:

u(x,t) = f G(x,t, & 0)p(e)de
Ya'ni:
e boshlang‘ich holatni har bir nuqtaviy impulsga ajratamiz
e har biri vaqt o'tishi bilan tarqaladi
e hammasini qo‘shamiz
Chegaralangan sohada (boundary conditions)
Agar kesma [0, L] da ishlasak:
e Dirixle shartlar (u=0)
¢ Neyman shartlar (hosila=0)
Grin funksiyasi:
e Fourier qatorlari orqali quriladi
¢ sinus yoki kosinus funksiyalar paydo bo‘ladi
Masalan (Dirixle uchun):




INNOVATIVE «Zamonaviy dunyoda ilm-fan va texnologiya» nomli
ACADSNY ilmiy-amaliy konferensiya

© (M mIx nme
G(x,t, &) = Zn=1 e ( L ) sin (T) cos (T)
Misollar va ularning yechimlari
1-misol
Masala:
Bir o‘lchamli issiqlik tenglamasi uchun boshlang‘ich shart quyidagicha berilgan:

u(x,0) = e

[ssiglik tenglamasi:

du , d?u

—_— = qa° —

dt dx?
Yechish:
Grin funksiyasi formulasi:

G(x,t;¢,0) =
—(x— )2
(4a t) - 4a’t )

Umumiy yechim:

u(x,t) = [[~o0,+0] G(x,£;£,0) - e dé
Hisoblash natijasida:

u(x,t) =
it s‘)z)
(4a t) . e 1+4a’t )
Javob:
1
u(x,t) =
\/(1 + 4a®t) - e 1+4d’t’)
2-misol
Masala:
Boshlang‘ich shart:
u(x,0) = 6(x)

bu yerda § (x) — Dirak delta funksiyasi.
Issiglik tenglamasi:

du , d*u

— = q° —

dt dx?
Yechish:
Agar boshlang‘ich funksiya delta funksiya bo‘lsa, yechim Grin funksiyasining o‘ziga teng

bo‘ladi:
1
u(x,t) =

G
(4ma’t) - e 4a’t
Bu natija nuqtaviy issiqlik manbasining vaqt bo‘yicha tarqalishini ifodalaydi.
Javob:
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u(x,t) =
)
\/ (4ma’t) - e 4’

3-misol
Masala:
Issiglik manbali tenglama berilgan:

du , d*u

E =a W + f(x,t)
bu yerda

f(x,t) = sin(x)e?

Yechish:

Grin funksiyasi yordamida umumiy yechim:
u(x,t) = [[0,t] J [-o0, +00] G(x,t;§,7) f(§,7)dédT
f(x,t) ni qo‘yamiz:
u(x,t) = [[0,t] [ [, +0] G(x,t; &, T) sin(§)eCVdEdr
Bu integral issiqlik manbasi ta’sirida temperaturaning vaqt bo‘yicha o‘zgarishini beradi.
Javob:
Yechim Grin funksiyasi orqali ikki karrali integral ko‘rinishda topiladi.

4-misol : Chegaralangan kesma
Masala
0<x<Lu(0t)=u(L,t)=0
Yechim:
Grin funksiyasi orqali:
7 e (y2e . MTIX
u(x,t) = Z b,e L7 “sin(——)
n=1 L

Bu yerda:
2 (L _mmx
b, = Z,[o x(L — x)sin (T) dx
Hisoblab:
412 n
iy 1-(=D"
5-misol: Majburiy issiqlik tenglamasi
Masala:
U — kuy, = f(x,6),u(x,0) =0
Yechim:
t po
u(x,t) = f f G(x,t,&,1)f(g,1)dedt
0 J-w
Agar:
flx,t) = e t6(x)
bo‘lsa:
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xz

t e—r
u(x,t =f _
(x6) 0 +J4rk(t — 1)
Xulosa.

Grin funksiyalari differensial tenglamalarni yechishda kuchli matematik apparat
hisoblanadi. Ayniqgsa, issiqlik tenglamasida ularning qo‘llanilishi fizik jarayonlarni aniq
modellashtirish imkonini beradi. Ushbu metod yordamida boshlang‘ich va chegaraviy
shartlarga ega masalalar umumiy integral ko‘rinishda yechiladi. Misollar orqali ko‘rish
mumkinki, Grin funksiyasi yordamida murakkab masalalar ham analitik tarzda hal gilinadi.
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