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Annotatsiya: Ushbu maqolada proyektiv tekislikda ikkinchi tartibli chiziqlarni
klassifikatsiyalash, ularning invariantlari va kanonik ko‘rinishlarini analitik jihatdan tadqiq
etish masalasi o‘rganiladi. Natijalarda ikkinchi tartibli chiziglar degeneratsiyalangan va
degeneratsiyalanmagan sinflarga ajratiladi, ularning kanonik ko‘rinishlari analitik yo‘l bilan
olinadi hamda invariantlarning geometrik mazmuni ochib beriladi. Xulosa sifatida proyektiv
tekislikda konikalarni klassifikatsiya qilishda invariantlar eng asosiy analitik mezon ekanligi
asoslanadi.

Kalit so‘zlar: proyektiv tekislik, ikkinchi tartibli chiziq, konika, invariant, kanonik

ko‘rinish, gomogen koordinata, determinant, rang, kvadratik forma, analitik tahlil.

KJIACCUPUKAILIMA KPUBBIX BTOPOI'O IOPA/IKA B IPOEKTHBHOM
IIVIOCKOCTHU, AHAJIMTUYECKOE NCCJIEJOBAHUE X UTHBAPUAHTOB U
KAHOHHUYECKHUX ®OPM

AHHOTauMA: B aHHON cTaTbe uccaefyeTcs 3aZaya KjaacCupuKaluyd KpUBbIX BTOPOTO
Nopsifika B NMPOEKTUBHOM IJIOCKOCTH, aHAJIMTUYECKOTO UCCIe[JOBaHUA UX UHBApPHUAHTOB U
KaHOHUYeCcKUX ¢opM. B pe3yspTaTax KpuBble BTOPOTO NOPs/Ka pa3ze/eHbl Ha BIPOXK/eHHbIe
Y HeBBIPOX/€HHbIe KJACChl, UX KAHOHHWYeCKHe QOpPMBbI MOJy4YeHbl aHAJIUTUYECKUM NyTEM, a
reoMeTpUYEeCKUH CMbICJI HHBAapUAaHTOB pAacKpbIT. B 3akyoyeHHe 060CHOBAHO, YTO
WHBAPHUAHTHI ABJAITCA BaXKHEHLIMM aHAJUTUYECKUM KpUTepHeM KJIacCUPUKALUU KOHUK B
IPOEKTUBHOM NJIOCKOCTH.

Kiwo4yeBble c/i0Ba: NpoeKTUBHAs IJIOCKOCTb, KpUBas BTOPOro NOPSAJAKA, KOHMKA,
MHBApUaHT, KaHOHWYeckass ¢QopMa, OJHOPOJAHAdA KOOpAMHATa, OIlpe/e/]nTesNb, PaHr,
KBaZipaTu4yHas ¢popMa, aHaJIMTUYECKUU aHaJIU3.

CLASSIFICATION OF SECOND-ORDER CURVES IN THE PROJECTIVE PLANE,
ANALYTICAL INVESTIGATION OF THEIR INVARIANTS AND CANONICAL
FORMS

Abstract: This paper investigates the problem of classifying second-order curves in the
projective plane and analytically examining their invariants and canonical forms. The results
divide second-order curves into degenerate and non-degenerate classes, derive their canonical
forms by analytical means, and reveal the geometric meaning of the invariants. As a conclusion,
it is substantiated that invariants constitute the most fundamental analytical criterion for the
classification of conics in the projective plane.
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Kirish

Proyektiv tekislikda ikkinchi tartibli chiziqlarni o‘rganish analitik geometriyaning muhim
yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi, chunki bu yondashuv konikalarni yagona matematik model
orqali tavsiflash imkonini beradi, bunda asosiy €’tibor ularning invariant xossalariga qaratiladi
va geometrik shakl koordinatalardan mustaqil ravishda tahlil gilinadi.

Proyektiv tekislikda nuqtalar gomogen koordinatalar orqali ifodalanadi:

(x:y:2),(x,y,2) # (0,0,0)

bu ifoda koordinatalarning masshtabga nisbatan invariantligini ta’'minlaydi va barcha
proyektiv transformatsiyalarni yagona algebraik apparat yordamida o‘rganish imkonini beradi.

Ikkinchi tartibli chiziglar umumiy kvadratik tenglama orqali beriladi:

ax? + bxy + cy?* +dxz +eyz+ fz* =0
ushbu tenglama simmetrik matritsa yordamida quyidagi shaklda yoziladi:
xTAx =0
bu yerda A- konikaning algebraik xossalarini o‘zida mujassamlashtiruvchi matritsa bo‘lib,
uning determinant va rangi konikaning turini aniqlovchi asosiy invariantlar sifatida xizmat
qiladi.
Proyektiv transformatsiyalar quyidagi ko‘rinishda garaladi:
x'=Tx,det T # 0
bunda konika matritsasi quyidagicha o‘zgaradi:
A" =TTAT
ushbu o‘zgarish konikaning tashqi korinishini o‘zgartiradi, ammo uning asosiy invariant
xossalari saglanib qoladi, bu esa klassifikatsiyani invariantlar asosida olib borish imkonini
beradi.

Tadgiqotda determinant va rang asosiy analitik mezonlar sifatida qaraladi, ya'ni det A =
0 bo‘lsa konika degeneratsiyalangan holatga o‘tadi, aks holda u to‘liq konika sifatida garaladi,
matritsaning rangi esa uning ichki tuzilishini aniglaydi va chiziqglar yig‘indisi yoki haqiqiy egri
chiziq ekanligini ko‘rsatadi.

Proyektiv yondashuvning muhim afzalligi shundaki, u ellips, parabola va giperbolani
yagona sinf sifatida qarash imkonini beradi, bu esa klassik Evklid geometriyasidagi ajratishdan
farqli ravishda chuqurroq umumlashtirishni ta'minlaydi, natijada  barcha
degeneratsiyalanmagan konikalar proyektiv jihatdan ekvivalent ekanligi aniglanadi.

Mavzuning dolzarbligi shundan iboratki, konikalarni analitik va invariantlar asosida
o‘rganish nafaqat nazariy jihatdan, balki amaliy sohalarda ham muhim ahamiyatga ega, xususan
kompyuter grafikada egri chiziglarni modellashtirish, optikada yorug'lik trayektoriyalarini
tahlil qilish va muhandislik hisob-kitoblarida geometrik obyektlarni aniqlashda keng
go‘llaniladi. Mazkur maqolaning asosiy maqgsadi proyektiv tekislikda ikkinchi tartibli
chiziglarni analitik usullar yordamida klassifikatsiyalash, ularning invariantlarini aniqlash va
kanonik ko‘rinishlarini tizimli ravishda tahlil gilishdan iborat.

Tadgiqotning ilmiy yangiligi shundaki, konikalar invariantlar asosida yagona analitik
tizim sifatida qaraladi va ularning klassifikatsiyasi determinant hamda rang orqali to‘liq asoslab
beriladi. Shunday qilib, proyektiv tekislikda ikkinchi tartibli chiziglarni analitik tadqiq etish
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invariantlar orqali geometrik strukturalarni chuqur anglash imkonini beruvchi samarali
matematik yondashuv hisoblanadi.

Metod

Mazkur tadqiqotda proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlarni analitik usullar
yordamida o‘rganish asosiy maqsad qilib olindi, bunda gomogen koordinatalar, kvadratik
formalarning matritsali ifodasi, determinant va rang tushunchalari hamda proyektiv
transformatsiyalar asosiy metodik vosita sifatida qo‘llanildi.

Boshlang‘ich nuqta sifatida konikaning umumiy tenglamasi qaraldi:

ax? + bxy + cy? +dxz + eyz+ fz% =
ushbu tenglama simmetrik matritsa orqali quyidagicha ifodalandi:
xTAx =0

bu yerda A- simmetrik matritsa bo‘lib, uning elementlari konikaning barcha analitik xossalarini
o‘zida mujassamlashtiradi.

Metodologiyada asosiy e’tibor konikaning invariantlarini aniqlashga qaratildi, bunda
determinant

det A
varang
rank (A)

asosiy mezonlar sifatida qabul qilindi, bu kattaliklar koordinata almashtirishlarga nisbatan
o‘zgarmasligi tufayli klassifikatsiyada muhim rol o‘ynaydi.

Proyektiv transformatsiyalar quyidagi ko‘rinishda qaraldi:

Xx'=Tx,det T #0
bu holda konika matritsasi
A =TTAT

ko‘rinishga o‘tadi, ushbu almashtirish orqali konika soddalashtirilgan shaklga keltirildi.

Metodologiyaning muhim bosqichi sifatida diagonalizatsiya jarayoni amalga oshirildi,
ya’'ni matritsa mos transformatsiya yordamida quyidagi ko‘rinishga keltirildi:

L, 0 0
0 0 A

Mx? + 5% + 1322 =0
ko‘rinishga keltirildi, bu esa kanonik ko‘rinish hisoblanadi.
Analitik tahlilda determinantning transformatsiya ostidagi xossasi ham tekshirildi:
det A’ = (det T)%det A
bu natija determinantning nol yoki nol emasligi invariant ekanligini ko‘rsatadi, ya’'ni konikaning
degeneratsiyalangan yoki to‘liq ekanligi saglanadi.
Shuningdek, rangning invariantligi quyidagicha asoslandi:
rank (A") = rank (4)
bu esa konikaning ichki tuzilishi transformatsiyalardan mustagqil ekanligini bildiradi.
Metodologiyada konikalarni klassifikatsiyalash quyidagi sxema asosida amalga oshirildi:
A = (det 4, rank A) = konika turi
bu yerda algebraik ifoda va geometrik natija o‘rtasidagi bog‘lanish aniq ifodalandi.

natijada konikaning tenglamasi
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Shuningdek, affine koordinatalarga o‘tish orqali klassik konikalar ham ajratildi, bu esa
proyektiv va Evklid geometriyalar o‘rtasidagi alogani ko‘rsatdi va natijalarni yanada tushunarli
qildi.

Metodologiyada umumiy yondashuv quyidagicha ifodalandi:

kvadratik forma = matritsa = invariantlar = kanonik ko‘rinish
bu model orqali murakkab tenglamalarni soddalashtirish va ularni geometrik jihatdan talqin
qilish imkoniyati yaratildi.

1y

|

Shunday qilib, qo‘llanilgan metodologiya konikalarni analitik jihatdan to‘liq o‘rganish,
invariantlarini aniqlash va kanonik ko‘rinishlarga keltirish imkonini beruvchi samarali
matematik tizimni tashkil etdi. Mazkur chizmada proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli
chiziglarning analitik modeli va ularni kanonik ko‘rinishga keltirish jarayoni tasvirlangan.

Chizmada quyidagi asosiy bosqichlar aks etadi:

Umumiy konika (kvadratik forma):

xTAx =0

Matritsa invariantlari:
det 4, rank (4)
Proyektiv transformatsiya:
A =TTAT
Diagonalizatsiya (kanonik ko‘rinish):
Mx? + 5% + 1322 =0
Chizmada murakkab konikaning transformatsiya orqali soddalashtirilishi va
invariantlarning saqlanishi vizual ko‘rsatiladi.
Asosiy g‘oya:
kvadratik forma = matritsa = invariantlar = kanonik ko‘rinish
Natija
Tadgiqot natijasida proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglarni analitik usullar
asosida to‘liq klassifikatsiya qilish mumkinligi asoslandi, bunda asosiy rolni kvadratik forma
bilan bog'liq bo‘lgan simmetrik matritsa va uning invariantlari bajarishi aniqlashtirildi.
Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, konikaning umumiy tenglamasi
xTAx =0
ko‘rinishda berilganda, uning barcha geometrik xossalari Amatritsa orqali aniqlanadi va aynan
determinant hamda rang bu xossalarni to‘liq tavsiflash uchun yetarli mezonlar hisoblanadi.
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Analitik tahlil natijasida quyidagi asosiy ajratish aniglandi:
det A # 0 = degeneratsiyalanmagan konika, det A = 0 = degeneratsiyalangan konika
Bundan tashqari, rang orqali yanada nozik klassifikatsiya amalga oshirildi, ya’ni

rank (A) =3
bo‘lsa haqiqiy konika,

rank (4) =2
bo‘lsa ikki to‘g‘ri chizigdan tashkil topgan konfiguratsiya,

rank (A) =1

bo‘lsa takroriy chiziq hosil bo‘lishi asoslandi.
Tadqiqot davomida proyektiv transformatsiyalar ostida invariantlarning saqlanishi aniq
ko‘rsatildi, xususan quyidagi bog‘lanish muhim natija sifatida olindi:
A =TTAT
va undan
det A’ = (det T)%det A, rank (4") = rank (4)
kelib chiqishi asoslandi, bu esa konikaning turi transformatsiyalardan mustaqil ekanligini
bildiradi.

Natijalarda yana bir muhim umumlashtirish olindji, ya’'ni barcha degeneratsiyalanmagan
konikalar proyektiv jihatdan o‘zaro ekvivalent bo‘lib, ular yagona kanonik ko‘rinishga
keltirilishi mumkKin:

Mx? + 5% + 1322 =0
Bu natija konikalar nazariyasining eng muhim xulosalaridan biri sifatida qaraldi.
Analitik tahlil natijasida quyidagi strukturaviy model taklif gilindi:
A = (det A4, rank A) = konikasinfi = kanonik ko‘rinish
Bu model algebraik ifodadan geometrik natijaga o‘tish jarayonini to‘liq ifodalaydi.

Shuningdek, natijalarda quyidagi muhim xulosa olindi, ya’'ni konikaning geometrik
mohiyati uning koordinatalardagi ifodasiga bog'liq emas, balki uning invariantlari orqali
aniqlanadi, bu esa proyektiv geometriyaning asosiy prinsiplaridan biri ekanligini yana bir bor
tasdiqglaydi.

Umuman olganda, olingan natijalar proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlarni
analitik usullar yordamida to‘liq Kklassifikatsiya qilish mumkinligini va bu jarayonda
invariantlar hal qiluvchi rol o‘ynashini ko‘rsatdi.

Muhokama

Olingan natijalar proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglarni analitik usullar
yordamida o‘rganish ularning geometrik mohiyatini invariantlar orqali to‘liq ochib berishini
ko‘rsatdi, bunda determinant va rang kabi algebraik kattaliklar konikaning turini aniglashda
asosiy mezon sifatida namoyon bo‘ldi, bu esa koordinatalar tanlashdan mustaqil bo‘lgan
umumiy yondashuvni ta’'minlaydi.

Muhokamada aniqglanishicha, konikaning

xTAx =0
ko‘rinishdagi ifodasi fagat algebraik model emas, balki geometrik obyektning to‘liq analitik
tasviri hisoblanadi, chunki bu model orqali uning barcha xossalari matritsa elementlari va
ularning invariantlari orqali ifodalanadi.

Determinantning nolga teng yoki teng emasligi konikaning degeneratsiyalangan yoki
to‘liq ekanligini aniqlashi, rang esa uning ichki tuzilishini belgilashi, ya’'ni bitta egri chizigmi
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yoki chiziglar kombinatsiyasimi ekanligini ko‘rsatishi metodologik jihatdan muhim natija
sifatida baholandi.

Proyektiv transformatsiyalar ostida konikaning shakli o‘zgarishi mumkinligi, ammo
uning invariantlari saqlanishi quyidagi ifoda orgali umumlashtirildi:

A" =TTAT
bu esa konikalarni klassifikatsiyalashda invariantlarga asoslanish zarurligini asoslaydi.

Muhokamada diagonalizatsiya jarayoni alohida ahamiyatga ega ekanligi ta’kidlandi,
chunki u murakkab kvadratik tenglamalarni sodda kanonik ko‘rinishga keltirish imkonini
beradi va natijada konikaning turi aniq ko‘rinishda aniqlanadi:

Ax? + 9% + 1322 =
Geometrik nuqtai nazardan qaraganda, proyektiv tekislikda barcha degeneratsiyalanmagan
konikalar o‘zaro ekvivalent bo‘lishi klassik geometriyadan farqli ravishda chuqur
umumlashtirishni ifodalaydi, bu esa ellips, parabola va giperbolani yagona sinf sifatida qarash
imkonini beradi.

Muhokamada dual konika tushunchasi ham muhim o‘rin egalladi, bunda har bir konikaga
unga mos keluvchi tangentlar to‘plami orqali aniglanuvchi dual obyekt mavjud bo‘lib, bu
quyidagi moslik bilan ifodalanadi:

nuqtalar < tangentlar
Bu yondashuv proyektiv geometriyada dualizm prinsipining yana bir ko‘rinishini namoyon
etadi.

Amaliy jihatdan qaraganda, konikalar invariantlari turli sohalarda keng qo‘llaniladi,
xususan optikada ellips reflektor xossalari orqali energiyani fokusga yig‘ish, parabola
antennalarda signalni yo‘naltirish, giperbola esa navigatsiya tizimlarida masofalarni aniglash
uchun ishlatiladi, kompyuter grafikada esa egri chiziqlarni modellashtirish va obyektlarni
aniqlash jarayonlarida muhim rol o‘ynaydi.

Analitik va geometrik yondashuvlarning uyg‘unligi quyidagi umumiy model orqali
ifodalanadi:

algebraik ifoda = invariantlar = geometrik talqin
Bu model konikalarni o‘rganishda yagona tizimli yondashuvni ta’'minlaydi.

Umuman olganda, muhokama natijalari proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlarni
analitik tadqiq etish invariantlar orqali geometrik strukturalarni chuqur tushunish imkonini
beruvchi kuchli matematik vosita ekanligini ko‘rsatdi.

Xulosa

Mazkur tadqiqotda proyektiv tekislikda ikkinchi tartibli chiziqlarni klassifikatsiyalash,
ularning invariantlari va kanonik ko‘rinishlarini analitik usullar yordamida o‘rganish tizimli
ravishda amalga oshirildi, natijada konikalarni tavsiflashda algebraik va geometrik
yondashuvlarning uzviy bog'ligligi asoslab berildi.

Proyektiv transformatsiyalar ostida konikaning ko‘rinishi o‘zgarishi mumkinligi, ammo
uning invariantlari saqlanishi asosiy nazariy xulosa sifatida qaraldi, bu esa konikalarni
klassifikatsiyalashda koordinatalarga bog‘liq bo‘lmagan yondashuvni ta’'minlaydi. Shuningdek,
diagonalizatsiya jarayoni yordamida har qanday konikani sodda kanonik ko‘rinishga keltirish
mumkinligi asoslandi, bu esa analitik tahlilni sezilarli darajada soddalashtiradi va geometrik
talqinni yanada aniq qiladi.
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Umuman olganda, olingan natijalar proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglar
invariantlar orqali aniqlanadigan va analitik usullar yordamida to‘liq o‘rganiladigan
fundamental geometrik obyektlar ekanligini ko‘rsatdi.
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