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Annotatsiya: Ushbu maqolada uch o‘lchovli fazoda to‘g'ri chiziq va tekislikning o‘zaro

vaziyati analitik va geometrik jihatdan o‘rganiladi. Natijalarda yo‘nalish vektori va normal

vektor orasidagi munosabatlar orqali chizig-tekislik holatlari Kklassifikatsiya qilindi.

Shuningdek, kesishish nuqtasini topish va masofani aniqlash formulalari keltirildi. Muhokama

gismida ushbu natijalarning fazoviy tasvirlash, muhandislik va kompyuter grafikadagi

qo‘llanishi tahlil qilindi. Xulosa sifatida analitik usullar orqali fazoviy geometrik

munosabatlarni to‘liq tavsiflash mumkinligi ko‘rsatildi.

Kalit so‘zlar: fazoviy geometriya, to‘gri chiziq, tekislik, parametrik tenglama, normal

vektor, skalyar ko‘paytma, kesishish, parallel holat, masofa.

AHAJIMTUYECKOE UCCJIEAOBAHHUE B3AUMHOTI'O PACITOJIOKEHHUA
MPAMOM U IJIOCKOCTH B TPEXMEPHOM ITPOCTPAHCTBE U ET'O
IFTEOMETPUYECKAA UHTEPIIPETALIUA

AHHOTauMA: B 1aHHOU cTaTbhe aHAJIMTUYECKH U TeOMeTPHUYECKH Ucc/ielyeTcs B3aUuMHOe
pacnoJsioKeHue NPSAMOX U IJIOCKOCTU B TPEXMEPHOM IPOCTpPAaHCTBe. B pe3ysbTaTax ciay4au
B3aMMHOTO pacCIoJIOXKEHUSA MPAMOM U IIJIOCKOCTH KJACCUPUIIMPOBAHbl IOCPEACTBOM
COOTHOILUEHUM MeXJy HalpaBJAKIIMM BEeKTOPOM M HOPMaJIbHbIM BeKTOpoM. Kpome Toro,
npuBesieHbl QOpMyJibl HaXO0X/JeHUs TOYKU INepeceyeHUsi U ONpejesieHUsl paccTosiHusA. B
paszese O00CYXJeHUs [pOAHAJU3UPOBAHO IPUMeHeHUe [aHHBbIX pe3yJbTaTOB B
IPOCTPAHCTBEHHOM HU300pa)KeHWH, UHXKEHEPHUU U KOMIIbIOTEpHOU rpaduke. B 3akioueHue
II0Ka3aHO, YTO aHaJIUTUYeCKHe MeTOJbl TMO3BOJAKT JaTb I[OJHOe OIMCaHue
IPOCTPAHCTBEHHBIX FTeOMEeTPUYECKUX OTHOLIEHUH.

KiroueBble cJjI0Ba: NpPOCTpPAaHCTBEHHAas TeOMeTpHUs, MNpsAMasd JIMHUA, IJIOCKOCTD,
napaMeTpUyecKoe YypaBHEHHe, HOpPMaJlbHbIM BEKTOp, CKaJIIpHOe IpPOU3BeJeHHUe,
nepecedyeHue, napasjejbHoe MOJ0XKEeHHEe, PACCTOAHHUE.

ANALYTICAL INVESTIGATION OF THE MUTUAL POSITION OF A LINE AND A
PLANE IN THREE-DIMENSIONAL SPACE AND ITS GEOMETRIC
INTERPRETATION

Abstract: This paper investigates analytically and geometrically the mutual position of a
line and a plane in three-dimensional space. The results classify the cases of the mutual position
of a line and a plane through the relationships between the direction vector and the normal
vector. Furthermore, formulas for finding the point of intersection and determining the
distance are presented. In the discussion section, the application of these results in spatial
representation, engineering, and computer graphics is analysed. As a conclusion, it is
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demonstrated that analytical methods enable a complete description of spatial geometric
relationships.

Keywords: spatial geometry, straight line, plane, parametric equation, normal vector,
scalar product, intersection, parallel position, distance.

Kirish

Uch olchovli fazoda geometrik obyektlar o‘rtasidagi munosabatlarni o‘rganish analitik
geometriyaning muhim yo‘nalishlaridan biridir. Aynigsa, to‘g'ri chiziq va tekislikning o‘zaro
vaziyatini aniqlash fazoviy modellashtirish, muhandislik hisob-kitoblari va kompyuter
grafikada keng qo‘llaniladi.

Fazoda to‘g'ri chiziq odatda parametrik tenglama orqali beriladi:

X =xo+at

Yy =yo+ bt

z=2zy+ct
yoki vektor ko‘rinishda:

r=ry+tv

buyerda v = (a, b, ¢)- yo'nalish vektori.

Tekislik esa umumiy tenglama orqali ifodalanadi:

Ax +By+Cz+D =0
yoki vektor ko‘rinishda:
n-(r—ry) =0

bu yerda n = (4, B, C)- tekislikning normal vektori.

Chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyatini aniqlashda asosiy rolni yo‘nalish vektori vva
normal vektor no‘rtasidagi munosabat o‘ynaydi:

n-v
Quyidagi holatlar mavjud:
Kesishuvchi holat:
n-v+0
Parallel holat:
n-v=_0

Chiziq tekislikda yotadi:
n-v=0vadx,+ By, +Czy+D =0
Kesishish nuqtasini aniqlash uchun parametrik tenglamalar tekislik tenglamasiga qo‘yiladi:
A(xg+at)+ B(yo+bt) +C(zg+ct)+ D =0
Bu tenglamadan ¢ topilib, kesishish nuqtasi aniglanadi.
Chiziqdan tekislikkacha masofa quyidagi formula orqali aniqlanadi:
d_IAxO+By0+CZO+DI
T VR rBriCe

Mavzuning dolzarbligi shundan iboratki, fazoviy obyektlarning o‘zaro joylashuvi

muhandislik, arxitektura va kompyuter grafikada muhim ahamiyatga ega. Analitik usullar
yordamida bu munosabatlarni aniq va samarali aniqlash mumkin.

Shuningdek, ushbu masala geometrik talgin bilan boyitilganda fazoviy tasavvur yanada
chuqurlashadi. Bu esa nazariy bilimlarni amaliy qo‘llashda muhim ahamiyatga ega. Mazkur
magqolaning asosiy maqsadi uch o‘lchovli fazoda to‘g'ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyatini
analitik usullar yordamida o‘rganish va uning geometrik talqinini berishdan iborat.
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Tadqgiqotning ilmiy yangiligi shundaki, analitik va geometrik yondashuvlar birlashtirilib,
yagona tizim sifatida qaraladi.
Shunday qilib, fazoviy analitik geometriya chiziq va tekislikning o‘zaro munosabatlarini
chuqur va aniq o‘rganish imkonini beradi.
Metod
Mazkur tadqiqot uch o‘lchovli fazoda to‘gri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyatini
o‘rganishga qaratilgan bo‘lib, vektor analiz, parametrik tenglamalar, skalyar ko‘paytma va
algebraik tenglamalar sistemalari asosida olib borildi. Asosiy obyektlar sifatida fazodagi chiziq
va tekislik garaldi.
To‘g'ri chiziq quyidagi parametrik tenglama orqali berildi:
r=ry,+tv
bu yerda ry = (xq, Yo, Zo)- chiziqdagi nuqta, v = (a, b, ¢)- yo‘nalish vektori.
Tekislik esa quyidagi umumiy tenglama bilan ifodalandi:
Ax+By+Cz+D =0
yoki vektor ko‘rinishda:
n-(r—ry) =0
buyerdan = (4, B, C)- normal vektor.
Metodologiyaning asosiy g‘oyasi chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyatini vva nvektorlar
orqgali aniglashdan iborat bo‘ldi.
Avvalo, quyidagi skalyar ko‘paytma hisoblandi:
n-v
Bu ifoda orqali quyidagi holatlar ajratildi: n - v # 0- chiziq tekislikni kesadi,
n - v = 0- chiziq tekislikka parallel.
Parallel holatda qo‘shimcha shart tekshirildi:
Axyg+ Byy+ Czy+ D
Agar bu ifoda nolga teng bo‘lsa:
Axg+Byy+Czy+D =0
u holda chiziq tekislikda yotadi.
Aks holda:
Axg+Byy+Czy+D # 0
chiziq tekislikka parallel, lekin kesishmaydi.
Kesishish nuqtasini aniglash uchun parametrik tenglamalar tekislik tenglamasiga
qo'yildi:
A(xgt+at) + B(yo+bt) +C(zg+ct)+ D =0
Bu tenglama quyidagicha yechildi:
_ Axg+ By, +Czy+D
" Aa+Bb+Cc
Topilgan tqiymati chiziq tenglamasiga qo‘yilib, kesishish nuqtasi aniglanadi.
Metodologiyada masofa tushunchasi ham o‘rganildi. Agar chiziq tekislikka parallel bo‘lsa,
masofa quyidagicha aniglanadi:
d_IAx0+By0+CZO+DI
T ViR
Bu formula nuqtadan tekislikkacha masofa formulasiga asoslangan.
Shuningdek, metodologiyada quyidagi umumiy model shakllantirildi:
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(rp,v) — (n) — o'zaro vaziyat

Bu model orqali: chiziq = parametrik ifoda, tekislik = normal vektor, vektorlar — geometrik
holat o‘zaro bog‘landi.

Metodologiyada algebraik tenglamalar sistemasini yechish usullari ham qo‘llanildi. Bu
orqgali kesishish nuqtalari aniglandi va fazoviy munosabatlar formal tarzda ifodalandi.

Shunday qilib, qo‘llanilgan metodologiya vektor va analitik usullar yordamida chiziq va
tekislikning o‘zaro vaziyatini aniglash, ularni klassifikatsiya qilish va geometrik talqinini berish
imkonini berdi. Mazkur chizmada uch o‘lchovli fazoda to‘g'ri chiziq va tekislikning o‘zaro uchta
asosiy vaziyati tasvirlangan.

Chizmada quyidagi elementlar ko‘rsatiladi:

To'g'ri chiziq (parametrik): 4, ds
r=ry,+tv
Tekislik: \
Ax+By+Cz+D=0 5. H
Normal vektor: \ .
n=(4,B0) (P) |
Asosiy holatlar \

1. Kesishuvchi holat n-v#0. Chiziq tekislikni bitta nuqtada kesadi.
Chizmada bu kesishish nuqtasi aniq ko‘rsatilgan.
2. Parallel holat. n-v=0. Chiziq tekislikka parallel va wuni kesmaydi.
Masofa quyidagicha aniglanadi:
d_IAxO+By0+CZO+DI

3. Tekislikda yotish holati
n-v=0vaAxy+By,+Czy+D =0
Chiziq to‘liq tekislik ichida joylashadi.
Asosiyg‘oya:vvan = n-v = o'zaro vaziyat.
Natija
Tadgiqot natijasida uch o‘lchovli fazoda to‘g'ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyatini
vektor va analitik usullar yordamida to‘liq klassifikatsiya qilish mumkinligi asoslandi. Olingan
natijalar shuni ko‘rsatdiki, ushbu vaziyatni aniqlash uchun asosiy mezon sifatida yo‘nalish
vektori vva tekislikning normal vektori n o‘rtasidagi munosabat yetarli hisoblanadi.
Asosiy natija quyidagi skalyar ko‘paytma orqali ifodalandi: n - v. Bu ifoda orqali uchta
asosiy holat aniqlandi:
1. Kesishuvchi holat:
n-v+0
Bu holda chiziq tekislikni bitta nuqtada kesadi.
2. Parallel holat:
n-v=20
Bu holda chiziq tekislikka parallel bo‘ladi.
3. Chiziq tekislikda yotadi:
n-v=0vadx,+By,+Czy+D =0
Bu holda chiziq tekislikning tarkibiy qismi hisoblanadi.
Tadqgiqot davomida kesishish nuqtasini aniqlash uchun quyidagi formula chiqarildi:
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Axy + l-?yo +Czy+D
~ Aa+Bb+Cc
Bu natija parametrik tenglama va tekislik tenglamasini birlashtirish orqali olindi.
Shuningdek, kesishish nuqtasi quyidagicha ifodalanadi:
(x,v,2) = (xg + at, yo + bt, z, + ct)
Natijalarda masofa tushunchasi ham aniqlashtirildi. Agar chiziq tekislikka parallel bo‘lsa, u

holda masofa:
_ 1 Axo+Byy +Cz,+ D |

d

formula orqali aniqlanadi.

Teorema (chiziq-tekislik o‘zaro vaziyat prinsipi): Fazoda to‘g'ri chiziq va tekislikning
o‘zaro vaziyati faqat yo‘nalish vektori va normal vektorning skalyar ko‘paytmasi orqali
aniglanadi.

Bu teorema geometrik tahlilni sezilarli darajada soddalashtiradi.

Natijalarda quyidagi muhim xulosa olindi:

n - v =0 = ortogonallik emas, balki parallellik
Bu esa fazoviy geometriyada vektorlarning talqinini aniqlashtiradi.
Shuningdek, quyidagi strukturaviy model shakllantirildi:
(rp,v) — (n) — holat
Bu model orqali: chiziq = parametrik ifoda, tekislik = normal vektor, skalyar ko‘paytma —
geometrik vaziyat o‘zaro bog‘landi.

Natijalarning yana bir muhim jihati - analitik usullar yordamida fazoviy geometrik
masalalarni aniq va tizimli yechish imkoniyati hisoblanadi.

Umuman olganda, olingan natijalar uch o‘lchovli fazoda chiziq va tekislikning o‘zaro
vaziyatini aniqlash uchun vektor analiz va analitik geometriya yetarli va samarali vosita
ekanligini ko‘rsatdi.

Muhokama

Olingan natijalar uch o‘lchovli fazoda to‘g'ri chiziq va tekislik o‘zaro vaziyatini aniglash
masalasi vektor analiz yordamida sodda va universal shaklda ifodalanishini ko‘rsatdi. Aynigsa,
yo‘nalish vektori vva normal vektor no‘rtasidagi munosabat butun geometrik vaziyatni aniqlab
berishi ushbu yondashuvning samaradorligini tasdiqlaydi.

Muhokamada aniqlanishicha, quyidagi skalyar ko‘paytma: n-v faqat algebraik ifoda
emas, balki aniq geometrik ma’noga ega. Agar bu ifoda nolga teng bo‘lsa, chiziq tekislikka
parallel bo‘ladi, chunki uning yo‘nalishi tekislik ichidagi yo‘nalishlarga mos keladi. Agar nolga
teng bo‘lmasa, chiziq tekislikni kesadi.

Geometrik nuqtai nazardan qaraganda:

- kesishuvchi holatda chiziq tekislikni bitta nuqtada kesib o‘tadi;
- parallel holatda chiziq tekislikdan ma’lum masofada joylashadi;
- tekislikda yotish holatida chiziq tekislikning bir gqismi bo‘ladi.

Bu uch holat fazoviy tasavvur uchun fundamental hisoblanadi.

Muhokamada kesishish nuqtasini aniglash formulasi ham geometrik jihatdan talgin
qilindi. Parametr tning qiymati chiziq bo‘ylab harakatni bildiradi, va uning aniq qiymati tekislik
bilan kesishish nuqtasini beradi. Bu esa analitik usulning geometrik mazmunini ochib beradi.
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. [Axg+BygtCzgtDI
Masofa formulasi: d = —2i-YorcZo
VAZ+B2+(2

masofani aniqglash imkonini beradi. Bu formula fizik va muhandislik masalalarida juda muhim
ahamiyatga ega.

Muhokamada yana bir muhim jihat - analitik va geometrik yondashuvlarning uyg‘unligi
hisoblanadi. Analitik formulalar aniq natija beradi, geometrik talqin esa bu natijani tushunishga
yordam beradi.

Shuningdek, quyidagi umumiy xulosa chiqarildi:

vektor analiz = fazoviy geometriyaning universal tili
Bu esa barcha fazoviy munosabatlarni yagona matematik apparat yordamida ifodalash
mumkinligini ko‘rsatadi.

Umuman olganda, muhokama natijalari chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyatini analitik
usullar yordamida aniqlash nafagat nazariy jihatdan, balki amaliy jihatdan ham juda muhim
ekanligini ko‘rsatdi.

Xulosa

Mazkur tadqiqotda uch o‘lchovli fazoda to‘gri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyati
analitik va geometrik jihatdan tizimli ravishda o‘rganildi. Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki,
ushbu vaziyatni aniqlash uchun vektor analiz va analitik geometriya usullari yetarli va samarali
vosita hisoblanadi.

Tadqiqot natijalari quyidagi umumiy xulosalarni chigarish imkonini berdi:

- chiziq va tekislik o‘zaro vaziyati vektorlar orqali aniglanadi;
skalyar ko‘paytma asosiy mezon hisoblanadji;
- analitik usullar fazoviy masalalarni aniq yechish imkonini beradji;
geometrik talqin natijalarni tushunishni osonlashtiradi.
Umuman olganda, olingan natijalar fazoviy geometriyada chiziq va tekislik o‘rtasidagi
munosabatlarni aniqlash uchun analitik yondashuv universal va samarali ekanligini ko‘rsatdi.

fazoda chiziq va tekislik orasidagi eng qisqa
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