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Annotatsiya: Ushbu maqolada David Gilbert tomonidan ishlab chiqilgan aksiomatik

geometriya sistemasida izchillik va to‘liglik masalalari o‘rganiladi. Natijalarda Gilbert

aksiomalar sistemasining izchilligi Evklid geometriyasi modeli orqali asoslandi, to‘liglik

tushunchasi esa barcha geometriya teoremalarini chiqarish imkoniyati sifatida tavsiflandi.

Shuningdek, ayrim aksiomalarning mustagqilligi misollar orqali ko‘rsatildi. Muhokama qismida

olingan natijalar Kurt Godel ning to‘liglik va noto‘liglik teoremalari bilan bog‘liq holda tahlil

qilindi. Xulosa sifatida aksiomatik tizimlarning izchilligi va to‘ligligi matematik nazariyalarning

asosiy mantiqiy mezonlari ekanligi ko‘rsatildi.

Kalit so‘zlar: Gilbert aksiomalari, izchillik, to‘liglik, aksiomatik sistema, geometriya

asoslari, formal tizim, mantiq, model, mustaqillik, Evklid geometriyasi.

BOITPOCbI HEITPOTUBOPEYHUBOCTH U ITIOJIHOTbHI B CHCTEME AKCHOM
I'NJIbBEPTA

AHHOTanMa: B [gaHHOW cTaTbe HCCAEAYIOTCS BOIMPOCHl HENPOTUBOPEYMBOCTH U
IIOJIHOThI B aKCUOMaTU4YeCKOW CUCTeMe TeOMeTpUH, padpaboTaHHou [laBuaom 'mibbepTom. B
pe3y/bTaTax HEMPOTUBOPEYUBOCTb CUCTEMbI aKCUOM ['M/IbO6epTa 060CHOBaHA MOCPEACTBOM
MoO/JieJIM eBKJIMJI0BOM reOMeTpUH, a IOHATHE NOJHOThI OXapaKTEepPHU30BaHO KaK BO3MOXXHOCTh
BbIBOJla BCeX TeopeM reoMeTpud. Kpome TOro, He3aBUCHUMOCTb OT[EJbHbIX AKCUOM
IpOJIEMOHCTPUPOBAaHA Ha KOHKpETHBIX NpHMepax. B paszese ob6cyxJeHHS NOJy4YeHHBIE
pe3yJibTaTbl NpPOAHAJM3UPOBAaHbl B CBA3U C TeopemaMu Kyprta [égena o mosHoTe M
HelnoJsiIHOTe. B 3akjlo4yeHHe I0Ka3aHO, YTO HENPOTUBOPEYUBOCTb U  IOJIHOTA
aKCMOMAaTU4YeCKUX  CUCTEM  fIBJAIOTCA  OCHOBHBIMU  JIOTUYECKMMU  KPUTEPUAMH
MaTeMaTU4YeCKUX TEOPHUH.

KiouyeBble caoBa: axkcuoMbl [WabbepTa, HeNpOTHBOPEUYUBOCTb, IOJIHOTA,
aKCcMOMaTH4YecKasli CUCTeMa, OCHOBaHUsA reoMeTpuH, popMasibHasg CUCTEMA, JIOTHKA, MOJIeJb,
HEe3aBUCUMOCTD, eBKJIM/0Ba reOMeTpHH.

PROBLEMS OF CONSISTENCY AND COMPLETENESS IN GILBERT'S AXIOM
SYSTEM

Abstract: This paper examines the problems of consistency and completeness in the
axiomatic system of geometry developed by David Gilbert. The results demonstrate that the
consistency of Gilbert's axiom system is justified through the model of Euclidean geometry,
while the notion of completeness is characterised as the capacity to derive all theorems of
geometry. Furthermore, the independence of certain axioms is illustrated through concrete
examples. In the discussion section, the obtained results are analysed in relation to Kurt Godel's
completeness and incompleteness theorems. As a conclusion, it is established that the
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consistency and completeness of axiomatic systems constitute the fundamental logical criteria
of mathematical theories.

Keywords: Gilbert's axioms, consistency, completeness, axiomatic system, foundations of
geometry, formal system, logic, model, independence, Euclidean geometry.

Kirish

Aksiomatik metod zamonaviy matematikaning asosiy tamoyillaridan biri bo‘lib, u
murakkab nazariyalarni qat’iy mantiqiy asosda qurish imkonini beradi. Bu metod ayniqgsa
geometriyada muhim ahamiyatga ega bo'lib, unda barcha tushunchalar va teoremalar ma’lum
aksiomalar tizimidan deduktiv yo‘l bilan chigariladi. Shu nuqtai nazardan David Gilbert
tomonidan ishlab chiqgilgan aksiomalar sistemi klassik Evklid geometriyasini qayta asoslashda
muhim bosqich bo‘ldi.

Gilbert aksiomatikasi geometriyani formal tizim sifatida qaraydi. Bu yerda asosiy
tushunchalar - nuqta, to‘g'ri chiziq va tekislik - aniglanmaydigan tushunchalar sifatida qabul
qilinadi, va ular orasidagi munosabatlar aksiomalar orqali belgilanadi. Ushbu tizim quyidagi
asosiy guruhlardan iborat: insidensiya aksiomalari, tartib aksiomalari, kongruentlik
aksiomalari, paralellik aksiomalari va uzluksizlik aksiomalari.

Aksiomatik tizimni o‘rganishda uning mantiqiy xossalari muhim rol o‘ynaydi. Eng asosiy
tushunchalardan biri - izchillik (konsistentlik) bo‘lib, u quyidagicha ifodalanadi:
A@: @ va = bir vaqtda isbotlanadi. Ya’'ni, tizim ichida qarama-qarshi natijalar kelib
chigmasligi kerak.

Ikkinchi muhim tushuncha - to‘liqlik bo‘lib, u quyidagicha ifodalanadi:

YV, ¢ yoki —¢ isbotlanadi
Bu esa tizimning har qanday matematik gapni aniglash imkoniyatiga ega ekanligini bildiradi.

Aksiomatik tizimlarning yana bir muhim xossasi - mustaqillik hisoblanadi. Agar aksioma

boshqa aksiomalardan chiqarib bo‘lmasa, u mustagqil deyiladi:
A; H/A; (@ # )
Bu xossa aksiomalar ortiqcha emasligini ko‘rsatadi.

Mavzuning dolzarbligi shundan iboratki, har qanday matematik nazariya ishonchli
bo‘lishi uchun u izchil bo‘lishi zarur. Agar tizimda qarama-qarshilik mavjud bo‘lsa, undan har
qanday natijani chigarish mumkin: ¢ A —¢ = ). Bu esa tizimni mantiqan yarogsiz qiladi.

Gilbert aksiomalar sistemasining izchilligi odatda model orqali asoslanadi. Agar
aksiomalar uchun kamida bitta model mavjud bo‘lsa, tizim izchil hisoblanadi:

AM:M = A
Bu yerda M - model, A- aksiomalar tizimi.

To'liglik masalasi esa yanada murakkab bo‘lib, u barcha geometrik haqiqatlarning tizim
ichida ifodalanishini talab qiladi. Bu muammo keyinchalik Kurt Gédel tomonidan chuqur
o‘rganilib, umumiy formal tizimlar uchun to‘liglik har doim ham mavjud emasligi ko‘rsatildi.

Gilbertning geometriya aksiomatikasi Evklid geometriyasining klassik natijalarini qat’iy
mantiqiy asosda tiklashga imkon berdi. Shu bilan birga, u matematik nazariyalarni formal tizim
sifatida o‘rganish yo‘nalishini rivojlantirdi.

Mazkur maqolaning asosiy maqsadi Gilbert aksiomalar sistemasida izchillik, to‘liglik va
mustagqillik masalalarini tahlil gilish hamda ularning o‘zaro bog‘ligligini aniglashdan iborat.
Tadqgiqotning ilmiy yangiligi shundaki, aksiomatik tizimning mantiqiy xossalari yagona tizimda
qaraladi va ularning formal mezonlari aniqlashtiriladi. Bu esa matematik nazariyalarni
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chuqurroq tushunish imkonini beradi. Shunday qilib, Gilbert aksiomalar sistemasini o‘rganish
matematik mantiq va geometriya asoslarining muhim qismi bo‘lib, u nazariy va falsafiy jihatdan
katta ahamiyatga ega.

Metod

Mazkur tadqiqot David Gilbert aksiomalar sistemasida izchillik va to‘liglik masalalarini
o‘rganishga qaratilgan bo‘lib, matematik mantiq, formal tizimlar nazariyasi va model qurish
metodlari asosida olib borildi. Tadqiqotda aksiomatik tizim <Ava undan hosil gilinadigan
teoremalar to‘plami formal ravishda qaraldi.

Metodologiyaning markaziy g‘oyasi aksiomatik tizimni formal mantiq tilida ifodalashdan
iborat. Har bir aksioma mantiqiy formulalar orqali yozilib, quyidagi ko‘rinishda qaraldi: A =
{A1,4,, ..., Ay}

Tizimdan chiqariladigan barcha teoremalar quyidagi yopilish orqali aniqlanadi:

Th(A) = {p: A - ¢}
Izchillikni tekshirish metodologiyada asosiy bosqich sifatida qaraldi. Tizim izchil bo‘lishi uchun
quyidagi shart bajarilishi kerak:
Ap : AFq@pvaA k=@
Bu shart aksiomalar sistemasida qarama-qarshilik yo‘qligini bildiradi.

[zchillikni isbotlash uchun model nazariyasi qo‘llanildi. Agar aksiomalar uchun model
mavjud bo‘lsa: AM : M E A u holda tizim izchil deb qaraladi. Bu metod Evklid geometriyasini
real sonlar fazosida talqin qilish orqali amalga oshirildi.

Metodologiyada to‘liglik tushunchasi quyidagi mezon orqali tahlil qilindi:

Vo, A @yokiA F -

Bu ta'rif tizimning har qanday matematik gapni aniqlash imkoniyatini bildiradi.

Shuningdek, semantik to‘liglik tushunchasi ham qo‘llanildi:

AEP>AF@

Bu yerda mantiqiy oqibat va isbotlanish o‘rtasidagi bog‘lanish o‘rganildi.

Metodologiyada aksiomalarning mustagqilligini tekshirish uchun quyidagi usul qo‘llanildi:

A; mustaqil © A\ {4;} H/A;

Bu usul orqali har bir aksiomaning alohida ahamiyati aniglanadi.

Tadgiqotda kontrmodel qurish metodi ham qo‘llanildi. Agar biror aksioma chiqarib

tashlanganda yangi model paydo bo‘lsa:
AM' M e A\ {4;}, M E/A;
u holda A;mustagqil hisoblanadi.
Metodologiyada deduktiv tizimning yopiq xossasi ham tahlil qilindi:
Ao, o> ARY
Bu xossa teoremalar tizimini ketma-ket kengaytirish imkonini beradi.

Shuningdek, qarama-qarshilikdan istalgan natijani chiqarish prinsipi (ex contradictione
quodlibet) ham muhim rol o‘ynadi: ¢ A =¢ = 1. Bu natija izchillikning zarurligini yana bir bor
asoslaydi.

Metodologiyada formal tizim va model o‘rtasidagi bog'lanish quyidagicha
umumlashtirildi: A + ¢ = A E ¢. Bu natija har bir isbotlangan teorema modelda ham to‘g‘ri
bo‘lishini ko‘rsatadi. Shuningdek, Kurt Gédel natijalari metodologiyada muhim nazariy asos
sifatida garaldi. Unga ko‘ra, yetarlicha kuchli formal tizimlar uchun: 3¢: A /@ va A +/-¢. Bu
esa to‘liglik har doim ham ta’minlanmasligini ko‘rsatadi.
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Yakuniy bosqichda aksiomatik tizimning umumiy modeli quyidagicha ifodalandi:
(A, -, E). Shunday qilib, qo‘llanilgan metodologiya Gilbert aksiomalar sistemasining izchilligi,
to‘ligligi va mustaqilligini formal mantiq asosida tahlil qilish, ularning o‘zaro bog'ligligini
aniglash va matematik nazariyalar uchun umumiy mezonlar ishlab chiqish imkonini berdi.

Natija

Tadqiqot natijasida David Gilbert aksiomalar sistemasida izchillik, to‘liglik va mustagqillik
masalalari tizimli ravishda tahlil qilindi hamda ularning o‘zaro bog'ligligi aniqlashtirildi.
Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, aksiomatik tizimning mantiqiy barqarorligi uning izchilligi
bilan, matematik kuchi esa to‘liqligi bilan belgilanadi.

Avvalo, izchillik uchun quyidagi asosiy mezon qat’iy asoslandi:

Ap: A+ @vaA F -
Bu natija aksiomalar sistemasida qarama-qarshilik mavjud bo‘lmasligini bildiradi.

Natijalarda izchillikning model orqali tavsifi ham aniqlandi:

AM: M E A = Aizchil
Bu esa geometriya aksiomalarini real fazo orqali talgin qilish imkonini beradi.

To‘liglik uchun quyidagi mezon keltirildi: V¢, A + @ yoki A + —¢. Bu natija tizimning
barcha matematik gaplarni aniqlash imkoniyatini ifodalaydi.

Teorema (Izchillik-model ekvivalentligi teoremasi): Agar aksiomatik tizim uchun
model mavjud bo‘lsa, u holda tizim izchil bo‘ladi va undan garama-garshi natijalar chigarib
bo‘lmaydi.

Bu teorema aksiomatik tizimlarning mantiqiy ishonchliligini model orqali asoslash
imkonini beradi.

Natijalarda mustaqillik uchun quyidagi mezon aniqlashtirildi:

A; mustaqil & A\ {4;} H/A;
Bu natija aksiomalarning ortiqcha emasligini ko‘rsatadi.
Shuningdek, kontrmodel usuli orqali mustagqillikni tekshirish quyidagicha ifodalandi:
AM"M" = A\ {4}, M E/A;
Natijalarda yana bir muhim xossa aniqlandi: ¢ A =¢ = Y. Bu esa qarama-qarshilik mavjud
bo‘lsa, istalgan natijani chiqarish mumkinligini bildiradi va izchillikning zarurligini asoslaydi.
Shuningdek, quyidagi bog‘lanish aniqglashtirildi:
AFLp=>AEQ@
Bu natija isbotlangan teoremalar modelda ham to‘gri bo‘lishini ko‘rsatadi.

Natijalarda Kurt Godel natijalari bilan bog'liq quyidagi umumlashma ham keltirildi:
A¢p: A /¢ va A H/—¢. Bu esa yetarlicha kuchli formal tizimlar uchun to‘liglik har doim ham
mavjud emasligini ko‘rsatadi.

Shuningdek, quyidagi muhim xulosa olindi: Izchil tizim # to‘liq tizim. Bu natija
aksiomatik tizimlarning chegaralarini ko‘rsatadi.

Natijalarda aksiomatik tizimning umumiy modeli quyidagicha ifodalandi: (A, F, E) . Bu
model orqali aksiomalar, isbot va mantiqiy oqibatlar yagona tizimda garaldi.

Umuman olganda, olingan natijalar Gilbert aksiomalar sistemasida izchillik va to‘liglik
masalalari matematik mantigning asosiy muammolari ekanligini va ular orqali nazariyaning
ishonchliligi hamda kuchi baholanishini ko‘rsatdi.

Muhokama
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Olingan natijalar David Gilbert aksiomalar sistemasida izchillik va to‘liglik masalalari
matematik nazariyalarning asosiy mantiqiy mezonlari ekanligini yana bir bor tasdiqgladi.
Tadqgiqot shuni ko‘rsatdiki, aksiomatik tizimni baholashda fagat geometrik mazmun emas, balki
uning formal-mantiqiy xossalari hal qiluvchi ahamiyatga ega.

Muhokama jarayonida izchillik tushunchasi markaziy o‘rin egalladi:

Ap: AF@vaAF @
Bu shart bajarilmagan holatda tizim mantigan yaroqsiz bo‘lib qoladi, chunki qarama-
qarshilikdan istalgan natijani chigarish mumkin: ¢ A —¢ = . Shu sababli izchillik matematik
nazariyaning eng muhim talablaridan biri hisoblanadi.

Muhokamada model nazariyasining roli alohida ta’kidlandi. Agar aksiomalar uchun model
mavjud bo‘lsa: AM: M &= A u holda tizim izchil hisoblanadi. Bu natija geometriyada Evklid
fazosini model sifatida qabul qilish orqali amalga oshiriladi.

To'liglik tushunchasi esa tizimning matematik kuchini ifodalaydi:

Vo, A @yokiA F =g
Biroqg muhokama davomida bu talab juda kuchli ekani va har doim ham bajarilmasligi qayd
etildi. Aynan shu jihat Kurt Gédel tomonidan chuqur o‘rganilgan bo‘lib, u quyidagi fundamental
natijani ko‘rsatdi: 3¢: A /¢ va A F/—¢. Bu esa yetarlicha boy formal tizimlarda to‘liglik va
izchillikni bir vaqtda to‘liq ta’'minlash mumkin emasligini bildiradi.

Muhokamada yana bir muhim jihat - izchillik va to‘liglik o‘rtasidagi farq hisoblanadi:
[zchil tizim # to‘liq tizim. Bu natija shuni ko‘rsatadiki, tizim garama-qarshiliksiz bo‘lsa ham,
barcha haqiqatlarni isbotlay olmasligi mumkin.

Aksiomalarning mustagqilligi ham muhim o‘rin egalladi:

A; mustaqil © A\ {4;} H/A;
Bu xossa aksiomatik tizimni optimallashtirish va ortigcha aksiomalarni aniglash imkonini
beradi. Muhokama davomida formal tizim va model o‘rtasidagi bog‘lanish quyidagicha
umumlashtirildi: A + ¢ = A = ¢.Buesa har qanday isbotlangan teorema modelda ham to‘g'ri
bo‘lishini bildiradi. Nazariy jihatdan, Gilbertning aksiomatikasi matematikani formal tizim
sifatida qurish g‘oyasini ilgari surdi. Bu yondashuv keyinchalik mantiq, informatika va sun’iy
intellektda keng qo‘llanildi.

Xulosa

Mazkur tadqiqotda David Gilbert aksiomalar sistemasida izchillik, to‘liglik va mustaqillik
masalalari tizimli ravishda o‘rganildi hamda ularning o‘zaro bog'ligligi chuqur tahlil qilindi.
Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, aksiomatik tizimning mantiqiy barqarorligi va matematik
ahamiyati aynan ushbu xossalar orqali aniglanadi.

Umuman olganda, tadqiqot natijalari Gilbert aksiomalar sistemasida izchillik va to‘liglik
masalalari matematik mantigning asosiy muammolari ekanligini va ular orqali matematik
nazariyalarning ishonchliligi hamda chegaralari aniqlanishini ko‘rsatdi.
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