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Annotatsiya: Ushbu maqolada proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglar

(konikalar)ning klassifikatsiyasi, ularning invariantlari va kanonik ko‘rinishlari o‘rganiladi.

Natijalarda konikalar degeneratsiyalangan va degeneratsiyalanmagan holatlarga ajratildi,

diskriminant va determinantlar asosiy invariantlar sifatida qaraldi. Shuningdek, konikalar

kanonik ko‘rinishlarga keltirildi. Muhokama gismida ushbu natijalar chizma geometriya, optika

va kompyuter grafikada qo‘llanishi bilan bog‘liq holda tahlil qilindi. Xulosa sifatida proyektiv
invariantlar konikalarni to‘liq tavsiflash imkonini berishi ko‘rsatildi.

Kalit so‘zlar: proyektiv tekislik, konika, ikkinchi tartibli chiziq, invariant, determinant,

rang, kanonik ko‘rinish, kvadratik forma, gomogen koordinatalar.

KJIACCUPUKAILIMA KPUBBIX BTOPOI'O IOPA/IKA B IPOEKTHBHOM
INIJIOCKOCTH, AHAJIU3 UX UHBAPUAHTOB U KAHOHUYECKHUX ®0PM

AHHOTanMA: B jaHHO cTaThe uccieay0Tcs KaaccuUuKalys KpUBbIX BTOPOro Nops/ika
(KOHHMK) B IPOEKTUBHOM NJIOCKOCTH, UX MHBApPUAHThI U KaHOHHUYecKHe GopMbl. B pe3ynpTaTax
KOHUKM pasjieieHbl Ha BbIPOXKJEHHble U HEBBIPOXKJEHHble CJyYaH, AUCKPUMHUHAHT U
onpeJieJIMTe/M PacCMOTPeHbl B KayeCcTBe OCHOBHbIX MHBapUaHTOB. KpoMe TOro, KOHUKHU
NpUBeJeHbl K KaHOHMYeCKMM ¢opMaM. B pasgene obcyxjaeHUs JaHHble pPe3yJbTaThbl
POaHAJU3UPOBaAHbl B CBSA3U C UX NIPUMEHEHHEM B HauepTaTe/JbHON reOMeTpUH, ONTHKE U
KOMIbIOTEPHOW rpaduke. B 3akiroueHHe [OKAa3aHO, YTO MNPOEKTUBHble WHBAPHUAHTHI
MO3BOJIAIOT 1aTh IOJTHOE ONMCaHUe KOHHUK.

Kio4deBble c/i0Ba: NpoeKTUBHAs IJIOCKOCTb, KOHMKA, KpUBas BTOPOro MNOPSAJKA,
MHBApHUaHT, ONIpeJleIMTe b, PaHT, KAaHOHUYecKasA ¢opMa, KBajpaTU4uHas ¢opma, OAHOPOJHbIE
KOOPJMHATBI.

CLASSIFICATION OF SECOND-ORDER CURVES IN THE PROJECTIVE PLANE,
ANALYSIS OF THEIR INVARIANTS AND CANONICAL FORMS

Abstract: This paper investigates the classification of second-order curves (conics) in the
projective plane, their invariants, and canonical forms. The results divide conics into
degenerate and non-degenerate cases, with the discriminant and determinants regarded as the
principal invariants. Furthermore, the conics are reduced to canonical forms. In the discussion
section, these results are analysed in connection with their applications in descriptive
geometry, optics, and computer graphics. As a conclusion, it is demonstrated that projective
invariants enable a complete characterisation of conics.

Keywords: projective plane, conic, second-order curve, invariant, determinant, rank,
canonical form, quadratic form, homogeneous coordinates.
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Kirish

Proyektiv tekislikda ikkinchi tartibli chiziqlar (konikalar) klassik geometriyaning muhim
obyektlari bo‘lib, ular algebraik va geometrik jihatdan chuqur o‘rganilgan. Proyektiv
yondashuvning afzalligi shundaki, u barcha konikalarni yagona tizimda qarash imkonini beradi
va ularning o‘zaro bog'ligligini invariantlar orqali ifodalaydi.

Proyektiv tekislikda konika gomogen koordinatalarda umumiy kvadratik tenglama orqali
beriladi:

ax? + bxy + cy?* +dxz +eyz+ fz* =0
Bu tenglama matritsali ko‘rinishda quyidagicha yoziladi: x” Ax = 0 bu yerda
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Mazkur matritsa simmetrik bo‘lib, konikaning asosiy xossalari aynan Aorqali aniqlanadi.

Proyektiv transformatsiyalar:

x'=Tx,det T #0
ostida konika quyidagicha o‘zgaradi:
xTA'x' =0,A' =TTAT

Bu transformatsiya konikaning geometrik shaklini o‘zgartirishi mumkin, ammo uning
invariant xossalarini saglaydi.

Konikalarni klassifikatsiya qilishda quyidagi asosiy invariantlar muhim rol o‘ynaydi:
determinant det 4, rang (rank) rank (A4). Bu invariantlar yordamida konikalar quyidagi asosiy
turlarga ajratiladi: degeneratsiyalangan konikalar (det A = 0), degeneratsiyalanmagan
konikalar (det A # 0).

Degeneratsiyalanmagan konikalar proyektiv transformatsiyalar yordamida kanonik
ko‘rinishga keltiriladi:

x2+y2+2z2=0
(yoki unga ekvivalent shakllar)

Affine koordinatalarda esa ular quyidagi klassik ko‘rinishlarga keladi: ellips, giperbola va
parabola.

Mavzuning dolzarbligi shundan iboratki, konikalar matematik modellashtirish, optika,
mexanika va kompyuter grafikada keng qo‘llaniladi. Proyektiv geometriya orqali ularni yagona
tizimda o‘rganish ushbu obyektlarning chuqur xossalarini ochib beradi. Shuningdek,
invariantlar nazariyasi konikalarni koordinatalardan mustaqil tarzda tavsiflash imkonini
beradi. Bu esa geometrik obyektlarning haqiqiy mohiyatini aniqlashda muhim ahamiyatga ega.

Mazkur maqolaning asosiy maqsadi proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglarni
klassifikatsiya qilish, ularning invariantlarini aniqlash va kanonik ko‘rinishlarini tahlil
qilishdan iborat.Tadqiqotning ilmiy yangiligi shundaki, konikalar invariantlar asosida yagona
tizim sifatida qaraladi va ularning algebraik hamda geometrik talqini birlashtiriladi.Shunday
qilib, proyektiv tekislikdagi konikalarni o‘rganish invariantlar orqali geometrik strukturalarni
chuqur tushunish imkonini beradi.

Metod
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Mazkur tadqiqot proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglarni (konikalarni)
o‘rganishga qaratilgan bo‘lib, gomogen koordinatalar, matritsali ifodalash, determinant va rang
(rank) tahlili hamda proyektiv transformatsiyalar metodlari asosida olib borildi.

Avvalo, konikalarni klassifikatsiya qilish uchun determinant ishlatildi:

det A
Natijada quyidagi asosiy ajratish amalga oshirildi:
det A # 0 = degeneratsiyalanmagan konika
det A = 0 = degeneratsiyalangan konika
Shuningdek, matritsaning rangi ham muhim mezon sifatida qo‘llanildi:
rank (4)
Bu orqali quyidagi holatlar aniqlashtirildi:
- rank (4) = 3- to'liq konika
- rank (A) = 2- ikki chiziq (juft chiziq)
- rank (4) = 1- takroriy chiziq
Metodologiyada proyektiv transformatsiyalar orqali konikani soddalashtirish asosiy
bosqichlardan biri bo‘ldi:
x'=Tx,det T #0
Bu holda matritsa quyidagicha o‘zgaradi:
A =TTAT
Mazkur transformatsiya yordamida konika kanonik ko‘rinishga keltirildi. Diagonalizatsiya

A4 0 0
A~ (0 Az 0)
0 0 A3
Natijada tenglama soddalashtirildi:
Ax?+ A y%2 + 2322 =0
Bu ko‘rinish konikani tahlil qilish uchun eng qulay shakl hisoblanadi.
Affine koordinatalarga o‘tish orqali klassik konikalar ajratildi:
a) ellips:x?+y%2 =1
b) giperbola: x? —y? =1

usuli qo‘llanilib:

C) parabola: y? = 2px

Metodologiyada invariant sifatida determinant bilan bir qatorda quyidagi ifodalar ham

garaldi:
minor determinantlar

va ular orqali konikaning geometrik xossalari aniqlashtirildi.

Shuningdek, koordinata almashtirishda invariantlik quyidagicha tekshirildi:

det A" = (det T)?det A

Bu natija determinantning proyektiv invariant emas, balki kovariant xarakterga ega ekanligini
ko‘rsatadi, lekin uning nolga teng yoki teng emasligi invariant bo‘lib qoladi.

Metodologiyada quyidagi umumiy model shakllantirildi:

konika — A — (det A, rank A) — Kklassifikatsiya

Bu model orqali: algebraik ifoda = matritsa, matritsa — invariantlar, invariantlar - geometrik
tur o‘zaro bog‘landi.
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Shunday qilib, qo‘llanilgan metodologiya konikalarni invariantlar asosida klassifikatsiya
qilish, ularni kanonik ko‘rinishga keltirish va geometrik xossalarini aniqlash imkonini berdi.

Mazkur chizmada proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlar (konikalar) va ularning
invariant xossalari vizual tarzda tasvirlangan.

Chizmada quyidagi asosiy elementlar aks etadi:

Umumiy konika

xTAx =0

Kanonik Kko‘rinishlar (affin

holatda):

ellips: x2 +y2 =1 ‘ l

giperbola: x? —y%2 =1 ‘

parabola: y? = 2px

Degeneratsiyalangan ‘ l ‘ ‘
konikalar: ikki kesishuvchi chiziq, {

parallel chiziglar, takroriy chiziq.
Proyektiv transformatsiya:

&
:

A" =TTAT
Chizmada ko‘rsatilgan asosiy g‘oya shundan iboratki:
turli ko‘rinishlar = bir xil proyektiv sinf
ya’'ni barcha degeneratsiyalanmagan konikalar proyektiv transformatsiyalar orqali bir-biriga
o‘tkaziladi.

Asosiy invariant bog‘lanish

A = (det A4, rank A) = konika turi
Natija

Tadqgiqot natijasida proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlarni invariantlar
yordamida to‘liq klassifikatsiya qilish mumkinligi asoslandi. Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki,
konikaning barcha muhim geometrik xossalari uning matritsasi Aorqali aniglanadi.

Avvalo, quyidagi fundamental bog‘lanish aniqlandi:

xTAx =0
Bu tenglama konikaning algebraik modelini ifodalaydi, va uning xossalari Aorqali tavsiflanadi.
Tadqgiqot davomida quyidagi asosiy invariant mezonlar shakllantirildi:
Determinant orqali ajratish:
det A # 0 = degeneratsiyalanmagan konika
det A = 0 = degeneratsiyalangan konika
Rang (rank) orqali aniqlashtirish:
rank (A) = 3 = to‘liq konika
rank (4) = 2 = ikki to‘g'ri chiziq
rank (A) = 1 = takroriy chiziq
Bu natijalar konikalarni algebraik jihatdan to‘liq ajratish imkonini berdi.

Teorema (konikalarni proyektiv Klassifikatsiya prinsipi): Har ganday
degeneratsiyalanmagan konika proyektiv transformatsiya yordamida yagona kanonik
ko‘rinishga keltiriladi.

Natijada barcha konikalar quyidagi umumiy kanonik tenglamaga keltirildi:

x2+y2+2z2=0
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(yoki unga ekvivalent shakllar)
Bu natija proyektiv geometriyada barcha konikalar ekvivalent ekanligini ko‘rsatadi.
Natijalarda quyidagi muhim invariant xossa aniglandi:
det A" = (det T)?det A
Bu esa determinantning nol yoki nol emasligi proyektiv invariant ekanligini bildiradi.
Shuningdek, quyidagi natija olindi:
rank (A") = rank (4)
Bu esa rangning to‘liq invariant ekanligini ko‘rsatadi.
Tadqgiqot davomida quyidagi umumiy strukturaviy model shakllantirildi:
A — (det 4, rank A) — konika turi
Bu model konikalarni aniglash uchun universal vosita sifatida taklif qilindi.
Natijalarning yana bir muhim jihati - konikaning geometriyasi koordinatalarga bog'liq
emasligi hisoblanadi. Ya'ni:
proyektiv transformatsiya = shakl o‘zgaradi, lekin tur saqlanadi
Bu natija invariantlar nazariyasining kuchini ko‘rsatadi.
Shuningdek, quyidagi muhim xulosa olindi:
konikaning barcha xossalari = uning invariantlari
Umuman olganda, olingan natijalar proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglarni
invariantlar orqali to‘liq klassifikatsiya qilish mumkinligini va bu yondashuv geometrik tahlilni
sezilarli darajada soddalashtirishini ko‘rsatdi.
Muhokama
Olingan natijalar proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglar invariantlar orqali to‘liq
tavsiflanishini ko‘rsatdi. Ayniqsa, determinant va rang kabi algebraik kattaliklar konikaning
geometrik mohiyatini aniglovchi asosiy mezonlar sifatida namoyon bo‘ldi.
Muhokamada aniqlanishicha, konikaning tenglamasi:
xTAx =0
faqat algebraik ifoda emas, balki geometrik obyektning to‘liq modeli hisoblanadi. Bu model
orqgali konikaning barcha xossalari Amatritsa orqali aniglanadi.
Determinantning nolga teng yoki teng emasligi konikaning degeneratsiyalangan yoki
to‘liq ekanligini aniqlaydi:
det A = Oyokidet 4 # 0
Bu natija konikalarni eng sodda va samarali usulda ajratish imkonini beradi.
Muhokamada rang (rank) tushunchasi yanada chuqurroq talqin qilindi. Rang konikaning
nechta mustagqil kvadratik komponentga ega ekanligini bildiradi:
rank (A)
Bu orqali konikaning tuzilishi - bitta egri chizigmi yoki ikki chiziqgdan iboratmi - aniqlanadi.
Proyektiv transformatsiyalar ostida konikalar shakli o‘zgarishi mumkin, lekin ularning
invariantlari saqlanadi:
A =TTAT
Bu esa quyidagi muhim xulosaga olib keladi:
konikaning turi = invariantlar orqali aniglanadi
Muhokamada yana bir muhim jihat - konikalarni kanonik ko‘rinishga keltirish hisoblanadi.
Diagonalizatsiya orqali murakkab tenglamalar soddalashtirilib:
Lx?+ Ay2 + 2322 =0
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ko‘rinishga keltiriladi. Bu esa konikani tahlil qilishni ancha osonlashtiradi.

Geometrik nuqtai nazardan, proyektiv tekislikda barcha degeneratsiyalanmagan
konikalar o‘zaro ekvivalentdir. Bu natija Evklid geometriyasidan tubdan farq qiladi va
proyektiv yondashuvning kuchini ko‘rsatadi.

Muhokamada dual konika tushunchasi ham alohida o‘rganildi. Har bir konikaga unga mos
keluvchi dual konika mavjud bo‘lib, u quyidagi prinsip asosida aniqlanadi:

nuqtalar < tangentlar
Bu esa proyektiv geometriyada dualizmning yana bir muhim ko‘rinishidir.

Shuningdek, proyektiv invariantlar yordamida turli koordinatalarda berilgan konikalarni
tagqoslash mumkin bo‘ladi. Bu esa real masalalarda juda muhim ahamiyatga ega. Muhokama
natijalari shuni ko‘rsatdiki, konikalarni invariantlar orqali o‘rganish geometrik tahlilni sezilarli
darajada soddalashtiradi va umumlashtiradi. Umuman olganda, proyektiv geometriyada
konikalar invariantlar yordamida tavsiflanadigan fundamental obyektlar bo‘lib, ular orqali
murakkab geometrik strukturalarni tushunish mumkin.

Xulosa

Mazkur tadqiqotda proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlarni klassifikatsiyalash,
ularning invariantlari va kanonik ko‘rinishlari tizimli ravishda o‘rganildi. Olingan natijalar
shuni ko‘rsatdiki, konikalarni invariantlar asosida tavsiflash ularning geometrik mohiyatini
aniqlashda eng samarali yondashuv hisoblanadi.

Tadqiqot natijalari quyidagi umumiy xulosalarni chigarish imkonini berdi:

- konikalar invariantlar orqali to‘liq tavsiflanadi;

determinant va rang asosiy klassifikatsiya mezonlari hisoblanadji;

proyektiv transformatsiyalar shaklni o‘zgartiradi, lekin turini saqlaydi;

kanonik ko‘rinish tahlilni soddalashtiradi;

dualizm konikalarni chuqurroq tushunish imkonini beradi.
Umuman olganda, olingan natijalar proyektiv tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglar
invariantlar orqali aniglanadigan fundamental geometrik obyektlar ekanligini ko‘rsatdi.
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