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Annotatsiya: Ushbu maqolada ikkinchi tartibli chiziglarning (konikalar) qutb
koordinatalardagi tenglamalari, ularning analitik tahlili va geometrik talgini o‘rganiladi.

Natijalarda konikalarning umumiy tenglamasi r = ko‘rinishda ifodalanishi, bu yerda e-

1+ecos 0
eksentrisitet orqali ularning turlari aniqlanishi ko‘rsatildi. Muhokamada ushbu

tenglamalarning mexanika, astronomiya va optikadagi qo‘llanilishi tahlil qilindi. Xulosa sifatida
qutb koordinatalar konikalarni tabiiy va qulay ifodalash vositasi ekanligi asoslandi.

Kalit so‘zlar: konika, qutb koordinatalar, eksentrisitet, fokus, direktrisa, ellips, parabola,
giperbola, analitik geometriya.

YPABHEHHUA KPUBBIX BTOPOT'O ITIOPAZAKA B ITIOJIAPHBIX
KOOPJAUHATAX, UX AHAJTUTUYECKU AHAJIU3 U TEOMETPUYECKAA
MHTEPIIPETALINA

AHHOTauMsa: B faHHOU cTaThe UCCAEAYIOTCS ypaBHEHHsS KPUBBIX BTOPOTO MOpsJKa
(KOHMK) B TMOJIAPHBIX KOOpPJAMUHATAX, UX AaHAJUTHYECKUH aHaIu3 U TreoMeTpUuecKas
MHTepnpeTauus. B pesy/ibTaTax nokasaHo, YTO 00lljee ypaBHEHHE KOHUK BbIpaXkaeTcsl B BU/JIE

r= 1+efos o’ rge 4depe3 3KCHEHTPUCHUTET eollpeaendeTcd UX THIL. B pa3geJie O6Cy>K,£[€HI/IH

IpOaHaJIM3UPOBAHO NPHMeEHEHUE JAaHHBIX YpaBHEHUH B MeXaHHKe, aCTPOHOMHU U ONTHKe. B
3aKJIl0UeHHe 060CHOBAHO, UTO MOJISIPHbIE KOOPUHATHI SIBJISIIOTCS €CTECTBEHHBIM U Y/I0OHBIM
CpeZiICTBOM BbIpa)KEHUST KOHUK.

Kinwo4yeBble cj0Ba: KOHUKA, NOJSPHble KOOPAWHATHI, 3KCUEHTPUCUTET, QOKYC,
JIMPEKTPHCA, JUTHIIC, TapaboJia, runep60oJ1a, aHaIUTUYeCKast FeOMeTPHSL.

EQUATIONS OF SECOND-ORDER CURVES IN POLAR COORDINATES, THEIR
ANALYTICAL ANALYSIS AND GEOMETRIC INTERPRETATION

Abstract: This paper investigates the equations of second-order curves (conics) in polar
coordinates, their analytical analysis, and geometric interpretation. The results demonstrate

that the general equation of conics is expressed in the form r = where the type of conic

p
1tecos 6’
is determined through the eccentricity e. In the discussion section, the application of these
equations in mechanics, astronomy, and optics is analysed. As a conclusion, it is substantiated
that polar coordinates constitute a natural and convenient means of expressing conics.

Keywords: conic, polar coordinates, eccentricity, focus, directrix, ellipse, parabola,
hyperbola, analytic geometry.
Kirish
Ikkinchi tartibli chiziqlar - ellips, parabola va giperbola - analitik geometriyaning asosiy
obyektlari bo'lib, ular turli koordinatalar sistemasida ifodalanishi mumkin. Qutb koordinatalar
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tizimi esa ushbu chiziglarni aynigsa qulay va tabiiy tarzda ifodalash imkonini beradi, chunki u
fokusga asoslangan ta'rif bilan bevosita bog‘langan.
Qutb koordinatalar tizimida nuqta quyidagicha beriladi: (» 8) bu yerda r- radius-vektor,
6- burchak.
Dekart koordinatalar bilan bog‘lanish quyidagicha:
x =rcos 6,y =rsin 0
Konikalar fokus va direktrisa yordamida aniqlanadi. Ta'rifga ko‘ra, nuqtaning fokusgacha
bo‘lgan masofasi direktrisagacha bo‘lgan masofaga nisbati doimiy bo‘ladi:
PF
ﬁ =e
bu yerda e- eksentrisitet.

Ushbu ta’rifdan konikaning qutb koordinatalardagi umumiy tenglamasi hosil qgilinadi:
14

r =
1+ ecos 6
Bu yerda: p- yarim latus-rektum, e- eksentrisitet.

Eksentrisitet qiymatiga qarab konikaning turi aniqlanadi: 0 < e < 1- ellips, e = 1>
parabola va e > 1- giperbola.

Mazkur tenglama konikalarning barcha turlarini yagona formulada ifodalash imkonini
beradi. Qutb koordinatalar tizimining afzalligi shundaki, konika fokus atrofida tabiiy ravishda
ifodalanadi. Bu esa fizik va astronomik masalalarda juda qulay hisoblanadi.

Masalan, ellipsning qutb tenglamasi: r = bolib, u fokusdan masofaning

1+ecos 0
burchakka bog‘ligligini ko‘rsatadi. Tadqiqotning ilmiy yangiligi shundaki, konikalar yagona
qutb tenglama orqali umumlashtiriladi va ularning geometrik xossalari eksentrisitet orqali
tahlil qilinadi. Shunday qilib, qutb koordinatalar tizimi konikalarni o‘rganishda qulay va
samarali matematik vosita hisoblanadi.

Metod

Mazkur tadqiqotda ikkinchi tartibli chiziglarni qutb koordinatalar tizimida ifodalash va
ularning xossalarini aniqlash analitik geometriya hamda algebraik transformatsiyalar asosida
olib borildi, bunda asosiy yondashuv sifatida fokus va direktrisa orqali berilgan ta’rifdan
foydalanildi, ya'ni har qanday konika uchun nuqtaning fokusgacha bo‘lgan masofasi uning
direktrisagacha bo‘lgan masofasiga proporsional bo‘lishi sharti asos qilib olindi.

Tadgiqot jarayonida koordinatalar bosh nuqtasi fokusga joylashtirildi va direktrisa x =
—d ko‘rinishda tanlab olindji, bu orqali nuqtaning koordinatalari qutb sistemasida r va 8 orqali
ifodalandi hamda fokusgacha bo‘lgan masofa rga teng deb olindi, direktrisagacha bo‘lgan
masofa esa Dekart koordinatalar orqali yozilib,

x = rcos 6 almashtirish yordamida ifodaga kiritildi.

Shu asosda quyidagi tenglik hosil qilindi:

r

rcos 0 +d
bu yerda e- eksentrisitet, ushbu tenglamani algebraik o‘zgartirishlar orqali yechish natijasida

e

konikaning umumiy qutb tenglamasi chiqarildi: r =

14
1+ecos 6°

qarab konikalar klassifikatsiya qilindi, bunda ening gqiymati birlikdan kichik bo‘lsa yopiq egri

T—ocos 0 yoki mos belgilash orqali: r =

Metodologiyada eksentrisitet asosiy parametr sifatida qaraldi va uning giymatiga
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chiziq hosil bo‘lishi, birlikka teng bo‘lsa chegaraviy holat yuzaga kelishi, birlikdan katta bo‘lsa
ochiq egri chiziq paydo bo‘lishi analitik jihatdan asoslab berildi.

Analitik tahlilda funksiyaning xossalari ham o‘rganildi, xususan r(8)funksiyaning
maksimum va minimum qiymatlari topildi, buning uchun cos 8 = t+1holatlar qaralib, quyidagi

natijalar olindi:
p 14

Tmin = 1—+e'rmax = 1——6’

bu ifodalar aynigsa ellips uchun chegaralanganlikni ko‘rsatadi, giperbola uchun esa ayrim
burchaklarda rcheksizga intilishi aniglanadi.

Metodologiyada qutb tenglamani Dekart koordinatalarga o‘tkazish ham amalga oshirildi,
bunda x = rcos 6, y = rsin falmashtirishlari orqali tenglama kvadratik shaklga keltirildi va
konikaning klassik tenglamalari bilan bog‘lanishi ko‘rsatildi, bu esa qutb va Dekart sistemalar
o‘rtasidagi uzviy aloqani aniglash imkonini berdi.

Shuningdek, simmetriya xossalari ham tahlil qilindi, ya’'ni cos 8funksiyaning juftligi
sababli konikalar o‘qga nisbatan simmetrik bo‘lishi, burchak o‘zgarishi orqali egri chizigning
to‘liq qurilishi mumkinligi ko‘rsatildi.

Metodologiyada quyidagi umumiy model shakllantirildi:

fokus va direktrisa = qutb tenglama = analitik xossalar = geometrik talgin
Bu model orqali geometrik ta'rifdan analitik tenglamaga o‘tish va undan geometrik xulosalar
chiqarish jarayoni yagona tizimda birlashtirildi.

Shunday qilib, qo‘llanilgan metodologiya ikkinchi tartibli chiziglarni qutb koordinatalar
orqali ifodalash, ularning parametrlarini anigqlash va analitik hamda geometrik xossalarini
chuqur tahlil qilish imkonini berdi.

Mazkur chizmada ikkinchi tartibli chiziqlarning qutb koordinatalardagi umumiy
tenglamasi asosida hosil bo‘ladigan egri chiziglar tasvirlangan, bunda barcha konikalar yagona
formuladan kelib chiqadi:

I
t 1+ ecos 0
bu yerda r- fokusdan masofa, 8- burchak,

e- eksentrisitet, p- parametr.
Chizmada eksentrisitet giymatiga bog'liq
holda egri chiziq shaklining ganday o‘zgarishi

' vizual ko‘rsatiladi, ya'ni 0 < e < lholatda
- < AT yopiq egri chiziq hosil bo'lib ellips shakli

yuzaga keladi, e = 1bo‘lganda chegaraviy holat
sifatida parabola paydo bo‘ladi, e > 1da esa
ochiq egri chiziq sifatida giperbola shakllanadi.
/_f‘\ Shuningdek,  fokusning  koordinata
boshida joylashgani va barcha nuqtalar radius-
vektor orqali aniglanishi qutb
koordinatalarning geometrik qulayligini ko‘rsatadi, bu esa egri chiziglarni fizik va geometrik
jihatdan tushunishni osonlashtiradi.
Asosiy g‘oya: e = r(8) = egri chiziq shakli.
Natija
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Tadqgiqot natijasida ikkinchi tartibli chiziglarni qutb koordinatalar tizimida yagona

analitik model orqali ifodalash mumkinligi asoslandi, bunda asosiy tenglama sifatida
_ p
"T T+ecos 0
qabul qilinib, uning parametrlariga bog‘liq holda konikalarning barcha turlari tavsiflandi.

Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, eksentrisitet ekonikaning asosiy invariant parametri
bo‘lib xizmat qgiladi, uning qiymati egri chiziqning geometrik turini to‘liq aniglaydi, ya’ni 0 <
e < 1 bo‘lganda yopiq egri chiziq hosil bo‘lib, bu ellipsga mos keladi, e = 1 holatda chegara
konfiguratsiya yuzaga kelib parabola hosil bo‘ladi, e > 1 bo‘lganda esa ochiq egri chiziq paydo
bo‘lib giperbola aniglanadi.

Analitik tahlil davomida radius-vektorning burchakka bog'ligligi o‘rganilib, funksiyaning

ekstremal qiymatlari aniqlashtirildi, bunda cos 6 = *1holatlar uchun quyidagi natijalar olindi:
14 14

Tmin = 75> Tmax = T, bu natijalar ellips uchun chegaralanganlikni, giperbola uchun esa ayrim
yo‘nalishlarda cheksiz o‘sishni ifodalaydi.

Tadqiqot davomida yana bir muhim xulosa olindi, ya’ni konikaning shakli fokusga
nisbatan aniqlanadi va barcha nugqtalar fokusdan o‘lchanadigan masofalar orqali tavsiflanadi,
bu esa qutb koordinatalarning geometrik mazmunini chuqur ochib beradi. Natijalarda quyidagi
muhim bog‘lanish aniglandi:

r(1+ecos 6) =p

bu tenglama konikaning har bir nuqtasi uchun fokusga nisbatan masofa va burchak
o‘rtasidagi aniq bog‘lanishni ifodalaydi.

Shuningdek, simmetriya xossalari ham aniqlashtirildi, ya'ni cos @funksiyaning juftligi
sababli egri chiziq qutb o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘lishi ko‘rsatildi, bu esa konikani qurishda
muhim rol o‘ynaydi. Natijalarda konikalarni Dekart koordinatalar bilan bog‘lovchi muhim
xulosa ham olindi, ya'ni qutb tenglamadan foydalanib klassik kvadratik tenglamaga o‘tish
mumkinligi asoslandi, bu esa ikki xil koordinatalar tizimi o‘rtasidagi uzviy bog'liglikni
ko‘rsatadi.

Teorema (qutb koordinatalarda konikalarni tavsiflash prinsipi): Har ganday
ikkinchi tartibli chiziq fokusga nisbatan qutb koordinatalarda yagona parametrik tenglama
orqali ifodalanadi va uning turi eksentrisitet orqali aniglanadi.

Natijalarda quyidagi strukturaviy model taklif qilindi:

(e,p) > r(8) = konika turi
Bu model orqali parametrlar va geometrik shakl o‘rtasidagi bog‘lanish aniq ifodalandi.

Umuman olganda, olingan natijalar qutb koordinatalar tizimi konikalarni yagona
tenglama orqali ifodalash, ularning xossalarini tahlil qilish va geometrik mazmunini ochib
berishda samarali va universal vosita ekanligini ko‘rsatdi.

Muhokama

Olingan natijalar ikkinchi tartibli chiziglarni qutb koordinatalarda ifodalash nafaqat
analitik jihatdan qulay, balki geometrik mazmunni ham bevosita ochib berishini ko‘rsatdi,
bunda fokus markaziy rol o‘ynab, egri chiziqning barcha nuqtalari aynan shu nuqtaga nisbatan
tavsiflanadi, bu esa Dekart koordinatalardagi tasvirdan tubdan farq qiladi.

Muhokamada aniqlanishicha, r = tenglama konikaning ichki tuzilishini to‘liq

1+ecos 6
ifodalaydi, chunki radius-vektor rning burchakka bog‘ligligi egri chizigning shaklini aniqlaydi,
eksentrisitet eesa bu shaklning “cho‘zilganlik darajasi”ni belgilaydi.
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Eksentrisitetning geometrik talgini ayniqgsa muhim bo‘lib, ening kichik qiymatlarida egri
chiziq fokus atrofida zichlashishi, eortgani sari egri chiziq chozilib borishi, e = 1da esa o‘tish
holati yuzaga kelishi kuzatildi, bu esa konikalar o‘rtasidagi uzviy bog‘liglikni ko‘rsatadi.

Muhokamada funksiyaning xatti-harakati ham tahlil qilindi, ya'ni fo‘zgarganda rning
qanday o‘zgarishi egri chizigning shaklini hosil qiladi, ayrim yo‘nalishlarda rmaksimal
giymatga erishishi, ayrim holatlarda esa keskin o‘sishi yoki kamayishi egri chizigning global
xossalarini belgilaydi.

Qutb koordinatalarning eng muhim afzalliklaridan biri shundaki, ular konikalarni tabiiy
fizik modellar bilan bog‘lash imkonini beradi, xususan astronomiyada sayyoralar harakati
aynan shu tenglama orqali ifodalanadi, bunda Quyosh fokusda joylashadi va sayyora
trayektoriyasi ellips shaklida bo‘ladi, bu holat klassik mexanikada asosiy qonunlardan biri
sifatida qaraladi.

Shuningdek, giperbolaning qutb tenglamasi fizikada ochiq trayektoriyalarni, masalan
kosmik jismlarning uchib o‘tish yo‘llarini ifodalashda qo‘llaniladi, bu esa konikalar
nazariyasining amaliy ahamiyatini ko‘rsatadi. Muhokamada yana bir muhim jihat - qutb va
Dekart koordinatalar o‘rtasidagi bog‘lanish hisoblanadi, ya’'ni bir xil egri chiziq turli
koordinatalarda turlicha ko‘rinishga ega bo‘lsa ham, uning geometrik mohiyati o‘zgarmaydi, bu
esa matematik modellashtirishda muhim prinsip hisoblanadi.

Umuman olganda, muhokama natijalari qutb koordinatalar tizimi konikalarni nafaqat
matematik jihatdan, balki fizik va geometrik jihatdan ham chuqur tushunish imkonini beruvchi
samarali vosita ekanligini ko‘rsatdi.

Xulosa

Mazkur tadqiqotda ikkinchi tartibli chiziglarning qutb koordinatalardagi tenglamalari,
ularning analitik xossalari va geometrik talqini tizimli ravishda o‘rganildi, olingan natijalar
konikalarni fokusga nisbatan ifodalash ularning ichki tuzilishini yanada aniqroq ochib berishini
ko‘rsatdi.

Analitik tahlil natijasida radius-vektorning burchakka bog‘ligligi, uning ekstremal
giymatlari va simmetriya xossalari aniqlashtirildi, bu esa egri chiziqlarning shaklini to‘liq
tushunish imkonini berdi.

Shuningdek, qutb va Dekart koordinatalar o‘rtasidagi bog‘lanish o‘rganilib, bir xil
geometrik obyekt turli koordinatalar tizimida ifodalanishi mumkinligi, ammo uning mohiyati
o‘zgarmasligi ko‘rsatildi. Umuman olganda, olingan natijalar qutb koordinatalar tizimi ikkinchi
tartibli chiziglarni o‘rganishda universal va samarali matematik vosita ekanligini ko‘rsatdji,
ushbu yondashuv astronomiya, optika va mexanikada keng qo‘llanish imkoniyatiga ega.
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