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Annotatsiya. Ushbu maqolada ikkinchi tartibli egri chiziqlarning invariantlari va ularni
aniqlash usullari o‘rganiladi. Natijalarda diskriminant, determinant va iz kabi invariantlar
orqali ellips, parabola va giperbola sinflari ajratildi. Shuningdek, egri chiziglarni aylantirish va
siljitish orqali soddalashtirish usullari keltirildi. Muhokama gismida olingan natijalar grafik
modellashtirish va geometriyada qo‘llanishi bilan bog‘liq holda tahlil qilindi. Xulosa sifatida

invariantlar egri chiziglarni klassifikatsiya qilishda asosiy vosita ekanligi ko‘rsatildi.
Kalit so‘zlar: ikkinchi tartibli egri chiziq, koniklar, invariant, diskriminant, determinant,

ellips, parabola, giperbola, kanonik ko‘rinish, koordinata almashtirish.

UMHBAPUAHTbBI KPUBBIX BTOPOI'O ITIOPAAKA U METOAbI UX
OINIPEJAE/IEHUA

AHHOTauMA: B aHHOM cTaTbe UCCIeAYIOTCA MHBAPUAHThI KPUBBIX BTOPOTO MOpsAAKa U
MeTO/bl UX olnpejeseHUs. B pe3dysbTaTax MocpeACcTBOM MHBAPUAHTOB - JUCKPUMHHAHTA,
onpejesuTesIs U CJe/ia - BbleJIeHbl KJIACChl 3JIJIUICA, TapaboJibl U runepo6osisl. KpoMe Toro,
IpUBeJieHbl METO/Ibl YIIPOLIeHUs KPUBBIX NYTEM BpallleHus U CBUra KoopAuHaT. B pa3gesne
06Cy/leHUsl TOJIyYeHHble pe3yJibTaTbl NMPOAaHaJIM3UPOBaHbl B CBSI3U C NMPUMEHEHUEM B
rpapu4YecKkoM MOJEeJUPOBAaHMU M reoMeTpHUM. B 3ak/oyeHMe NOKa3aHO, YTO MHBApPUAHTHI
SIBJIIFOTCS] OCHOBHBIM UHCTPYMEHTOM KJIaCCUPUKALMU KPUBBIX BTOPOI0 NMOps/iKa.

Kiro4yeBble cioBa: KpuBas BTOpPOIro INOpSAJKA, KOHWYECKUEe Ce4yeHUs, WUHBApUaHT,
JUCKPUMUHAHT, ONpe/ie/IMTe b, 3JUIMIC, apaboJa, runep6osa, KAHOHUYECKU BU/JI, 3aMeHa
KOOp/JIMHAT.

INVARIANTS OF SECOND-ORDER CURVES AND METHODS FOR THEIR
DETERMINATION

Abstract: This paper investigates the invariants of second-order curves and the methods
for their determination. The results distinguish the classes of ellipse, parabola, and hyperbola
through invariants such as the discriminant, determinant, and trace. Furthermore, methods for
simplifying curves by means of rotation and translation of coordinates are presented. In the
discussion section, the obtained results are analysed in connection with applications in
graphical modelling and geometry. As a conclusion, it is demonstrated that invariants serve as
the primary tool for the classification of second-order curves.

Keywords: second-order curve, conic sections, invariant, discriminant, determinant,
ellipse, parabola, hyperbola, canonical form, coordinate transformation.

Kirish

64



INNOVATIVE
ACADENY ILMIY-AMALIY KONFERENSIYASI

in-academy.uz/index.php/si

‘ ‘ ‘ “ILM-FAN VA INNOVATSIYA” RESPUBLIKA

Ikkinchi tartibli egri chiziglar analitik geometriyaning asosiy obyektlaridan biri bo‘lib,
ular ko‘plab geometrik va amaliy masalalarda muhim rol o‘ynaydi. Ushbu egri chiziqlar umumiy
holda quyidagi kvadratik tenglama orqali ifodalanadi:

Ax?*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

Bu tenglama ellips, parabola va giperbola kabi mashhur egri chiziqlarni o‘z ichiga oladi.
Mazkur egri chiziglarni to‘g'ri tahlil qilish va ularni klassifikatsiya qilish uchun invariantlar
tushunchasi muhim ahamiyatga ega.

Invariantlar - bu koordinata almashtirish (aylantirish va siljitish) natijasida
o‘zgarmaydigan kattaliklardir. Ular egri chiziqning geometrik tabiatini aniqlash imkonini
beradi. Eng muhim invariantlardan biri diskriminant hisoblanadi:

A = B? — 4AC
Bu invariant yordamida egri chiziq turi aniqlanadi:
- A < 0- ellips (yoki aylana);
- A = 0- parabola;
- A > 0- giperbola.
Shuningdek, determinant ko‘rinishidagi invariant ham muhim rol o‘ynaydi:
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Bu invariant egri chizigning degeneratsiyalangan yoki oddiy ekanligini aniglash imkonini
beradi.

Ikkinchi tartibli egri chiziglarni o‘rganishda yana bir muhim invariant - iz (trace)
hisoblanadi: I = A+ C. Bu kattalik egri chizigning umumiy xossalarini tahlil qilishda
go‘llaniladi.

Egri chiziglarni soddalashtirish uchun koordinata almashtirish usullari qo‘llaniladi.
Masalan, o‘qlarni aylantirish orqali xyhadi yo‘qotiladi. Aylantirish formulalari: x = x'cos 6 —
y'sin 6,y = x'sin 6 + y'cos 6.

Burchak 6 quyidagi shartdan aniqlanadi: tg 20 = AB%C . Natijada tenglama kanonik
ko‘rinishga keltiriladi. Mavzuning dolzarbligi shundan iboratki, ikkinchi tartibli egri chiziglar
fizika, muhandislik, optika va iqtisodiyotda keng qo‘llaniladi. Masalan, sayyoralarning harakati
ellips orqali, aks ettirish xossalari parabola orqali, va ayrim texnik tizimlar giperbola orqali
ifodalanadi.

Invariantlar yordamida egri chizigni koordinatalarni o‘zgartirmasdan turib aniglash
mumkinligi ushbu mavzuning ilmiy ahamiyatini oshiradi. Bu esa hisoblashlarni soddalashtiradi
va umumiy yondashuvni ta’'minlaydi.

Mazkur maqolaning asosiy magqgsadi ikkinchi tartibli egri chiziglarning invariantlarini
aniqlash, ularning yordamida egri chiziglarni klassifikatsiya qilish va kanonik ko‘rinishga
keltirish usullarini o‘rganishdan iborat. Tadqiqotning ilmiy yangiligi shundaki, invariantlar
tizimi yagona metodologik asosda qaraladi va ular orqali egri chiziqlarning geometrik tabiati
aniqlanadi. Shunday qilib, ikkinchi tartibli egri chiziglar invariantlari analitik geometriyaning
muhim vositasi bo‘lib, ular egri chiziglarni chuqur tahlil qilish imkonini beradi.
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Metod

Mazkur tadqiqot ikkinchi tartibli egri chiziglarning invariantlarini aniqlash va ular
asosida egri chiziqlarni klassifikatsiya qilishga qaratilgan bo‘lib, analitik geometriya,
determinantlar nazariyasi va koordinata almashtirish metodlari asosida olib borildi. Asosiy
obyekt sifatida umumiy kvadratik tenglama qaraldi:

Ax?> + Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

Metodologiyaning markaziy g‘oyasi koordinata tizimi o‘’zgarganda o‘zgarmaydigan kattaliklar -
invariantlar orqali egri chizigning geometrik tabiatini aniqlashdan iborat.

Avvalo, kvadratik forma quyidagi matritsa orqali ifodalandi:
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Bu matritsa yordamida asosiy invariantlar aniglanadi.
Asosiy invariantlar sifatida quyidagi kattaliklar tanlandi:
1. Diskriminant (asosiy Klassifikator):
A = B%? — 4AC
2. Kvadratik forma determinanti:

BZ
I, =AC — —
2 4
3. To‘liq determinant:
A B D
2 2
B E
6 = |— C' —
2 2
D E F
2 2
4. 1z (trace):
11 = A + C

Mazkur invariantlar koordinata almashtirishda o‘zgarmas bo‘lib, egri chiziqni aniglashda
asosiy vosita sifatida xizmat qiladi.

Metodologiyada egri chizigni soddalashtirish uchun koordinata aylantirish qo‘llanildi. Bu
orqgali xyhadi yo‘qotildi:

x =x'cos 8 —y'sin 6, y=x'sin 8 + y'cos 0

Aylantirish burchagi quyidagicha aniqlanadi: tg 20 = AL;C. Natijada tenglama diagonal

ko‘rinishga keltirildi:
Ax?+C'y?+D'x' +E'y' +F =0
Keyingi bosqichda koordinatalar siljitildi:
X' =X+x,y =Y +y
Bu orqali chiziq markazi aniglanib, tenglama kanonik ko‘rinishga keltirildi.
Kanonik ko‘rinishlar quyidagicha aniqlashtirildi:

. x2 y?
Ellips: S ts= 1

2 2
Giperbola: z— L=

2 b2

Parabola: Y2 = 2pX
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Egri chiziq turini aniqlash metodologiyasi quyidagi sxema asosida qurildi:
A = tur (ellips/parabola/giperbola)
6 = degeneratsiya holati
I, I, = qo‘shimcha xossalar
Shuningdek, metodologiyada quyidagi muhim xossa qo‘llanildi:
A < 0 = yopiq egri (ellips)
A = 0 = ochiq egri (parabola)
A > 0 = ikki shoxli egri (giperbola)
Yakuniy bosqichda umumiy model quyidagicha ifodalandi:
(A,B,C,D,E,F) = (A1, 1,,6) = egri turi
Shunday qilib, qo‘llanilgan metodologiya invariantlar yordamida ikkinchi tartibli egri
chiziglarni aniqglash, ularni klassifikatsiya qilish va kanonik ko‘rinishga keltirish imkonini berdi.
Natija
Tadqgiqot natijasida ikkinchi tartibli egri chiziqlarni aniqlash va tasniflash uchun
invariantlarga asoslangan yagona va tizimli yondashuv ishlab chiqildi. Bu yondashuv
koordinata tizimini o‘zgartirmasdan turib egri chizigning geometrik tabiatini aniqlash imkonini
beradi.
Umumiy tenglama:
Ax?*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0
uchun invariantlar orqali quyidagi muhim natijalar olindi.
Birinchi asosiy natija - egri chizigning turini aniglash uchun diskriminant yetarli ekanligi:
A = B? — 4AC
Bu invariant orqali egri chiziq quyidagicha ajratildi:
- A < 0- yopiq turdagi egri (elliptik tip)
- A = 0- kritik o'tish holati (parabolik tip)
- A > 0- ikki shoxli ochiq egri (giperbolik tip)
Bu natija shuni ko‘rsatdiki, Aegri chizigning global geometriyasini aniglovchi asosiy
invariant hisoblanadi.
Ikkinchi muhim natija - egri chizigning mavjudligi va degeneratsiya holatini aniqlash
uchun determinant ishlatilishi:

o NN

N[ O N

N|ON[ o

Natijada quyidagi holatlar aniglandi:

- 6 # 0- haqiqiy egri chiziq mavjud

- 6 = 0— degeneratsiyalangan holat (ikki chiziqg, nuqta yoki bo‘sh to‘plam)
Bu invariant egri chizigning geometrik mavjudlik shartini beradi.

Uchinchi natija - kvadratik qismning xossalari orqali egri chizigning shaklini aniqlash:
BZ
I, =AC ——
2 4

Bu invariant quyidagicha talqin qilindi:
- I, > 0- elliptik struktura
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- I, = 0— parabolik chegaraviy holat
- I, < 0- giperbolik struktura
Bu natija diskriminant bilan birgalikda egri chizigni ikki xil mezon orqali tekshirish
imkonini berdi.

Teorema (Invariantlar orqali to‘liq klassifikatsiya prinsipi): Ikkinchi tartibli egri
chizigning geometrik turi va mavjudligi quyidagi invariantlar to‘plami orqali to‘liq aniglanadi:
a6 1)

A- egri chizigning global turini belgilaydi

§- egri chizigning mavjudligini aniqlaydi

I,- kvadratik shaklning ichki strukturaviy tipini ko‘rsatadi

Bu uch invariant egri chiziqni to‘liq va yagona Kklassifikatsiya qilish imkonini beradi.

Yana bir muhim natija - koordinata aylantirishdan keyin xy hadining yo‘qolishi orqali
tenglama soddalashishi: tg 260 = A%. Natijada egri chizigning asosiy o‘qlari aniqlanadi va u
kanonik ko‘rinishga o‘tadi.

Tadgiqot natijalarida quyidagi umumiy model shakllantirildi:

(A,B,C,D,E,F) — (A,6,1,) — geometrik tip

Natijalarning yana bir muhim jihati shundaki, invariantlar koordinata tizimiga bog'liq

emas. Bu esa quyidagi xulosani beradi:
Egri chizigning tabiati koordinatalardan mustaqil

Umuman olganda, olingan natijalar invariantlar yordamida ikkinchi tartibli egri chiziglarni
aniglash va tasniflash jarayonini sezilarli darajada soddalashtiradi hamda uni universal
matematik modelga aylantiradi.

Muhokama

Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, ikkinchi tartibli egri chiziqlarni invariantlar orqali
o‘rganish nafaqat hisoblashni soddalashtiradi, balki ularning geometrik mohiyatini chuqurroq
anglash imkonini beradi. Klassik yondashuvlarda egri chiziqlar ko‘pincha koordinata
almashtirish orqgali kanonik ko‘rinishga keltiriladi, ammo bu jarayon ko‘p hollarda murakkab
algebraik hisoblashlarni talab giladi. Invariantlar esa bu bosqichni chetlab o‘tib, egri chizigning
turini bevosita aniglash imkonini beradi.

Muhokamada diskriminantning asosiy roli alohida ta’kidlandi:

A = B? — 4AC

Bu kattalik aslida kvadratik shaklning signaturasini ifodalaydi. Geometrik nuqtai nazardan
qaraganda, Aegri chizigning ochiq yoki yopiq ekanligini belgilaydi. Masalan, A < 0 bo‘lganda
egri chiziq yopiq (ellips) bo‘lishi, uning barcha yo‘nalishlarda chegaralanganligini bildiradi.
Aksincha, A > Oholatda egri chiziq ikki tomonga ochilib ketadi, bu esa giperbolaning asosiy
xossasidir.

Determinant:
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esa egri chizigning mavjudligi bilan bog‘lig chuqur geometrik ma’noga ega. Muhokama
natijalariga ko‘ra, § = 0 bo‘lgan holatlarda egri chiziq “parchalanadi”, ya'ni u ikki to‘g'ri
chiziqqa yoki bitta nuqtaga aylanadi. Bu holat analitik geometriyada degeneratsiya sifatida
qaraladi va ko‘pincha fizik yoki texnik modellarda muhim chegaraviy vaziyatlarni ifodalaydi.

Invariant I, = AC — BTZ esa kvadratik shaklning ichki strukturasi haqida ma’lumot beradi.
Bu kattalik aslida egri chiziqning asosiy o‘qlari bo‘yicha qanday “cho‘zilgan” yoki “siqilgan”
ekanligini bildiradi. Muhokamada aniqlanishicha, I,va Ao‘zaro bog‘liq bo‘lsa-da, ular turli
geometrik jihatlarni ifodalaydi: biri global shaklni, ikkinchisi lokal strukturani tavsiflaydi.

Koordinata aylantirish: tg 260 = A% jarayoni invariantlar bilan birgalikda qaralganda,

egri chizigning yashirin simmetriyasini ochib beradi. Bu natija shuni ko‘rsatadiki, har qanday
kvadratik egri chiziq mos koordinata tizimida diagonal ko‘rinishga keltiriladi, ya'ni uning asosiy
o‘glari mavjud.

Muhokamada yana bir muhim jihat - invariantlarning universalligi hisoblanadi. Ular
nafaqat tekislikdagi egri chiziglar uchun, balki yuqori o‘lchovli fazolarda ham umumlashtirilishi
mumkKin. Bu esa invariantlar nazariyasining kuchli matematik asosga ega ekanligini ko‘rsatadi.

Shuningdek, invariant yondashuvning cheklovlari ham qayd etildi. Masalan, invariantlar
egri chizigning turini aniqlaydi, ammo uning aniq joylashuvi yoki o‘lchamlarini to‘liq tavsiflab
bermaydi. Shu sababli, amaliy masalalarda invariantlar ko‘pincha koordinata almashtirish
usullari bilan birgalikda qo‘llanilishi zarur.

Muhokama natijalari shuni ko‘rsatdiki, invariantlar egri chiziqlarni o‘rganishda eng
samarali va umumiy vositalardan biri hisoblanadi. Ular orqali geometrik obyektlarni
koordinatalardan mustaqil holda tahlil qilish mumkin. Umuman olganda, invariantlar
nazariyasi ikkinchi tartibli egri chiziglarni o‘rganishda chuqur matematik asos yaratadi va
ularni klassifikatsiya qilishda universal yondashuvni ta’'minlaydi.

Xulosa

Mazkur tadqiqotda ikkinchi tartibli egri chiziglarning invariantlari va ularni aniglash
usullari tizimli ravishda o‘rganildi hamda ular asosida egri chiziglarni klassifikatsiya qilishning
samarali modeli ishlab chiqildi. Olingan natijalar shuni ko‘rsatdiki, umumiy kvadratik
tenglama:

Ax?> + Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0
uchun invariantlar egri chizigning geometrik tabiatini aniglashda hal giluvchi rol o‘ynaydi.

Tadqiqot natijalari quyidagi umumiy xulosalarni chigarish imkonini berdi:

a) invariantlar egri chizigni koordinata tizimidan mustaqil ravishda aniqlash imkonini
beradi;

b) diskriminant egri chizigning global turini belgilaydi;

c) determinant egri chizigning mavjudlik shartini aniqlaydi;

d) koordinata aylantirish egri chizigni kanonik ko‘rinishga keltiradi;

e) invariantlar va koordinata usullari birgalikda eng samarali natijani beradi.

Umuman olganda, olingan natijalar invariantlar yordamida ikkinchi tartibli egri
chiziglarni aniqlash va klassifikatsiya qilish matematik jihatdan sodda, universal va samarali
usul ekanligini ko‘rsatdi.
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