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Аннотация 

Дар ин макола баъзе хосиятҳои парастрофҳои квазигуруҳи хаттӣ оварда шудааст ва ибот 

шудааст, ки парастрофҳои квазигуруҳи хаттӣ бо ёрии айнияти иловагӣ квазигуруҳи медиалӣ 

мебошанд. 

Калимањои калидї: квазигуруњи хаттӣ, квазигуруҳи медиалӣ, автоморфизм, 

парастроф, квазиавтоморфизм. 

Аннотация 

В данной статье представлены некоторые свойства парастрофы линейных 

квазигрупп и доказано, что парастрофы линейных квазигрупп являются медиальными 

квазигруппами с помощью дополнительного тождества. 

 Ключевые слова: линейная квазигруппа, медиальная квазигруппа, автоморфизм, 

парастрофа, квазиавтоморфизм. 

 Annotation 

 This article presents some properties of the parastrophe of linear quasigroups and proves 

that the parastrophes of linear quasigroups are medial quasigroups using an additional 

identity. 

 Key words: linear quasigroup, medial quasigroup, automorphism, parastrophe, quasi-

automorphism. 
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Теор ия линейных квазигруп занимает одно из центральных мест в общей теории 

квазигрупп. Как и в других областях математики, идея линейности играет важную роль  

в теории квазигрупп. Эта идея используется при определении линейных квазигрупп. 

Квазигруппа ( ),Q  называется линейной над группой ( )+,Q , если она имеет вид 

,ycxyx  ++=  где ( ) cQAut ,,, +  - фиксированный элемент из множества Q [1]  

Большинство классических классов квазигрупп являются линейными или 

обобщенными линейными квазигруппами. Например, СH-квазигруппы (теорема 

Манина [2]), медиальные квазигруппы (теорема Тоёды [3, c.223]), дистрибутивные 

квазигруппы  Штейнера, левые дистрибутивные квазигруппы (теорема Белоусова - 

Онои, [4, c.142 ]), дистрибутивные квазигрупп (теорема Белоусава, [5, c.270 ]), Т-

квазигруппы, п- арные группы (теорема Глускина-Хоуссу [6, с.89; 7; 8, c. 188]), п- арные 

медиальные квазигруппы (теорема Эванс [9, c.134 ] и теорема Белоусова [10 ] ), являются 

квазигруппами такого типа. 

 В.Д.Белоусов ввел линейные квазигруппы (над групами) в середине 1960-х 

годов [11, c.67]. В 1970-х годов, линейные квазигруппы над абелевыми  группами (Т-

квазигруппы) и некоторые другие классы обобщенные линейные квазигруппы 

интенсивно изучали Т.Кепка, П.Немес, Я.Джезек, В.Д.Белоусов и другие математики. 

 Квазигруппа ( ),Q  с тождеством  
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( ) ( ) ( ) ( )vyuхvuух =      (3) 

называется медиальным. Основная теорема Тойоды ([1, 2, 4–6]) утверждает, что 

любую медиальную квазигруппу ( ),Q  можно представить в виде: 

cyxyx ++=  ,      (2) 

где ( )+,Q — абелева группа, , — автоморфизмы ( )+,Q  такие, что , =

Qух , , с — некоторый фиксированный элемент из множества Q . 

Ввиду теоремы Тойоды теория медиальных квазигрупп очень близка к теории 

абелевых групп, но это не совсем теория абелевых групп. Например, очень простой для 

абелевых групп факт о том, что каждая простая абелева группа конечна, для медиальных 

квазигрупп был доказан только в 1977 году [7]. 

 Медиальные квазигруппы, как и другие классы квазигрупп, изотопных группам, 

дают возможность строить квазигруппы с заранее заданными свойствами. Часто эти 

свойства можно выразить на языке свойств групп и компонентов изотопии. 

 Как обычно, хахLL aa =: и axхRR aa =:  представляют собой соответственно 

левый и правый сдвиг квазигруппы ( ),Q . Элемент d такой, что d · d = d, называется 

идемпотентным элементом бинарной квазигруппы ( ),Q . 

 Квазигруппа ( ),Q  называется изотопом квазигруппы ( ),Q , если существуют 

перестановки α, β, γ множества Q  такие, что ( )ухух  = −1  для всех Qух , .  Если 

( ) ( )= ,, QQ  , то тройка (α, β, γ) является автотопией квазигруппы ( ),Q , перестановка γ 

является квазиавтоморфизмом квазигруппы ( ),Q .  

 С каждой квазигруппой ( ),Q связаны пять квазигрупп, которых называют 

парастрофами квазигруппы ( ),Q  [7]. Поясним этот факт. Если обозначим 

квазигрупповую операцию квазигруппы ( ),Q через 𝐴, то операцию 𝐴 можно 

ассоциировать следующими квазигруповыми операциями:   

( ) ( ) ( ) ( ) ==== 231123312321 ,)23(,)13(,)12(, xxxAxxxAxxxAxxxA  

( ) ( ) 213132 ,)123(,)132( xxxAxxxA == . Это означает, что ( ) 321,  xxxA =  

( ) 321, xxxA = , где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 132,123,23,13,12,eS = - группа подстановок 

третьего порядка. Таким образом, для квазигруппы ( )AQ, существуют следующие пять 

парастрофов: 

1) ( )( ) sAAA == *12 , 

2) ( )( ) AAA l==−113 , 

3) ( )( ) rAAA == −123 , 

4) ( )( ) ( ) ( ) ( )AAAAA lsrl ==== −− 11123 , 

5) ( )( ) ( ) ( ) ( )AAAAA rslr ====
−− 11123 . 

Пусть ( ),Q линейная квазигруппа усхух  ++=  

1) 
( )

xcyyx  ++=
12

 ; 

2) 
( )

cIyIJxyx
cI

111
12

1

−−− ++= − 


, где cxcxIJ
cI

11
1

−− ++=− 


; 
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3) 
( )

cIyxIyx 111
23

−−− ++=  ; 

4) 
( )

cIxIJyyx
cI

111
123

1

−−− ++= − 


; 

5) 
( )

cIxyIyx 111
132

−−− ++=  ; 

её парасртроф.  

Теорема. Пусть квазигруппа ( ),Q  изотопны абелева группа ( )+,Q . Квазигруппа 

( ):,\Q += − хух 1\  ,11 сJуJ −− ++    является медиальной квазигруппа тогда и только 

тогда, когда в ( ),Q  выполняется следующие тождества 

( ) ( ) ( ) ( ).yvuхuvух =       (4) 

Доказательство. Учитывая полученные соотношения переходим в равенстве (4) к 

групповой операции 

( ) ( )uvух ( ) ( ) ( )+++=++= −−−−−−− сJуJхсJuvJух 1111111   

( ) =++++ −−−−− сJсJuJvJ 11111   

+++= −−− сJуJх 222  .1111111 сJvJuс −−−−−−− +++     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+++=++= −−−−−−− сJuJхсJyvJuхуvuх 1111111   

( ) =++++ −−−−− сJсJyJvJ 11111   

+++= −−− сJuJх 222  .1111111 сJvJус −−−−−−− +++     

+++ −−− сJуJх 222  =+++ −−−−−−− сJvJuс 1111111   

+++= −−− сJuJх 222  .1111111 сJvJyс −−−−−−− +++   (7) 

При 0=c . Тогда равенство (7) имеет вид 
++ −− уJх  22

vJu 1111 −−−− +  ++= −− uJх  22
vJy 1111 −−−− +   (8) 

Заменяя в (8), ,2хх →  ,1 уJу  −→ ,1 uu  −→ vJv  1−→ , тогда получим  

++ −−− уJJх  1222
=+ −−−−−− vJJu  111111

 

++= −−− uJх  1222
vJJyJ  111111 −−−−−− +  

++ − ух 1 vu +− 1 ++= − uJх 1 .1 vyJ +−  
После сокращений  

+− у1 u 1− += − uJ 1 yJ  1−

     (9) 

Если ,0=у   1− ,1−= J  .=  Если ,0=u 1− ,1 −= J  ,=  то из (9) получаем 

+− у1 u1− += − u1 y1−      (10) 
Откуда заменяя у  и u  соответственно на уу → и uu →  получаем 

+у u += u ,y  

То есть ( )+,Q  абелева. 
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