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Ta'rif 1. R? fazoning har bir M(x;, x,) nuqrasiga {§;,&,} vektor mos qo’yuvchi X (x;,x,) —
{&1, &,} akslantirishga vektor maydon deyiladi.

Vektor maydonni X = {¢&;, é,} ko'rinishda yoki differensiallanuvchi operator sifatida,

d d 0
X:f1ax1+fzax2+f3ax3

ko’rinishida belgilanishi mumkin.

R? fazoda y (t) = (x1(t), x,(t)) chiziq berilgan bo’lsin. U holda bu chizigning har bir nuqtasida
ikkita vektor, ya'ni vektor maydonning shu nuqtadagi vektori va egri chizigning shu nuqtadagi
urunma vektori mavjud bo’ladi.

Ta’rif 2. Agar barcha t = t; lar uchun X(y(to)) = y'(t,) tenglik o’rinli bo’lsa, y(t) chiziq X
vektor maydonning y(t,) nuqtadan o’tuvchi integral chizig’i deyiladi.

Agar vektor maydon silliq, ya’'ni &;, ¢, funksiyalar silliq bo’lsa, fazoning har bir nuqtasidan
yagona integral chiziq o’tadi. Natijada quyidagi akslantirishlar oilasini hosil gilamiz:
X (x4, %2) = (x1(2), x2()). Xt — X vektor maydon oqimi deyiladi.

Ta'rif 3. Agar X vektor maydon oqimi harakatlar gruppasini hosil qilsa, bu vektor maydon
Killing vektor maydoni deyiladi.

Misol 1. X = —y% + xaa—y ushbu vektor maydon oqimi, Xt(x,y) = (xcost — ysint, xsint —

ycost) dan iborat. Bu vektor maydon oqimi, koordinatalar boshiga nisbatan burishlardan
iborat, harakatlar gruppasini hosil qiladi. Shuning uchun

X=-y % + x 6a_y vektor maydon Killing vektor maydoniga misol bo’la oladi.

Quyidagi ma’lum teoremani keltiramiz.

Teorema-1.X = ¢ % +7 aa_u vektor maydon Killing vektor maydon bo’lishi uchun
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ax ay
va

d d

96 .o _,

dy 0x

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli.
Bu teorema yordamida fazoda berilgan vektor maydonning Killing vektor maydon bo’lishi
yoki bo’Imasligini osongina tekshirib ko’rish mumkin.
Misol 2. Ushbu X = (2021y + 2022) aa_x + (2020 — 2021x) aa_y vektor maydonni Killing vektor
maydon bo’lish yoki bo’lmasligini tekshirib ko’raylik.
d(2021y +2022)  0(2020 — 2021x) 0
ox B oy -
0(2021y + 2022) N 0(2020 — 2021x)
dy 0x
Demak, yuqoridagi 1 teoremaga asosan X = (2021y + 2022) aa_x + (2020 — 2021x) :—yvektor

= 2021 — 2021.

maydon Killing vektor maydon bo’ladi.
Kompleks analiz kursidan ma’lumki, z(x, y) = u + iv funksiyaning haqiqiy va mavhum
qismlari uchun quyidagi
du 0Jv
ax  ay’
va
du OJv
@ + a =0
tengliklar o’rinli bo’lsa, z(x,y) = u+ iv funksiya golomorf funksiya deyiladi. Golomorf
funksiyaning shartlari bilan 1 teorema teorema shartlarida o’xshashliklar bor. Golomorf
funksiyalar to’plamidan bir qismini ajratib olsak Kiiling vektor maydonlarini hosil qilishimiz
mumkin. Buning uchun qo’shimcha yana bir shart qo’yamiz:
ou OJv
—=—=0;
dx dy
Bu tengliklardan ko’rinib turibdiki, u funksiya x erkin o’zgaruvchiga bog’liq emas, ya’ni bu
funksiya fagatgina y erkin o’zgaruvchining funksiyasi bo’ladi, demak u = u(y). Xuddi
shuningdek, v funksiya y erkin o’zgaruvchiga bog’liq emas, ya’ni bu funksiya fagatgina x erkin
o’zgaruvchining funksiyasi bo’ladi, demak v = v(x). Yuqoridagi

du Jv
oy "o "
shartni hisobga olsak, quyidagi
du dv
dy dx
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikdan Z—; = —% = const ekanligi kelib chigadi. Chunki bu

ifoda o’zgarmas funksiyadan boshqa biror funksiyaga teng bo’lsa, u = u(y) yoki v = v(x)
ekanligiga zid bo’lib qoladi. Shuning uchun,
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du  dv _

Ay~ dx €
deb olib, u = —cy + a va v = cx + b tengliklarni hosil gilamiz. Demak, tekislikda, z(x,y) =
(—cy +a)+i(cx + b) ko'rinishdagi golomorf funksiya Killing vektor maydonni hosil giladi.
Ya'ni tekislikda barcha Killing vektor maydonlar ko’rinishi

X=(—cy+a)aa—x+(cx+b);—y (1)

kabi bo’ladi. Agar ¢ = 0 bo’lsa, X = a:—x + b% vektor maydon Killing vektor maydon bo’lib,
uning oqimi, {a, b} vektor bo’ylab parallel ko’chirishlardan iborat bo’ladi. Agar a=b =0
bo’lsa, X = —cyaa—x + cxaa—y vektor maydon Killing vektor maydon bo’lib, uning oqimi,
koordinata boshiga nisbatan burishlardan iborat bo’ladi.

Endi (1) vektor maydonning integral chizig’ini topamiz. Buning uchun ta’rifga ko’ra ushbu

X =—-cy+a
{ y=cx+b (2)
differensial tenglamalar sistemasini yechamiz:
cy=—x+a
{ cy = —X
cy = c?x + bc

—X = c%x + bc
Buning uchun quyidagi ikkinchi tartibli bir jinsli bo’lmagan, chiziqli differensial tenglamani
yechamiz:
¥+ c%x + bc = 0. (3)
Bu ikkinchi tartibli bir jinsli bo’lmagan, chiziqli differensial tenglamani yechish uchun unga
mos bir jinsli ikkinchi tartibli, chiziqli differensial tenglamani yechib olamiz:
¥+c?x=0,
x = ekt
x = kekt,
¥ = kZe*t,
kzekt +C28kt =0,
k% + ¢ =0,
k = +ci,
x = C et + C,e¢1 = cosct(Cy + C,) + sinct(Cy — C,).
Endi (3) ikkinchi tartibli bir jinsli bo’lmagan, chiziqli differensial tenglamani yechimini

topamiz:
x = cosct(Cy + C,) + sinct(C; — Cy) + A,
c?A = —bc,
b
A=—-,
c

b
x = (C, + Cy)cosct + (C; — Cy)sinct — .
Hosil gilingan yechim va (2) sistemaning birinchi tenglamasi yordamida quyidagilarni hosil
gilamiz:
Cy = —C(Cy + Cy)sinct + C(C,; — C,)cosct + a,
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a
y = (C; + Cy)sinct — (C; — C,)cosct + =
Demalk, (2) differensial tenglamalar sistemasini umumiy yechimi quyidagi ko’rinishda bo’ladi

b
x = (Cy + Cy)cosct + (C; — Cy)sinct — Z

a
y = (C; + Cy)sinct — (C, — Cy)cosct + z
Endi quyidagi boshlang’ich shartlar
y(0) = o
ni hisobga olgan holda integral chizigni hosil qilamiz:

b
x0=61+62_z

a
3’02—61"‘62"‘;

a+b
Xo — Yo = 2C; — P

a—>b
x0+y0=2C2+ c )

Xog — a+b
_ %o y0+

C; = )
! 2 2c
Xo + a—>b
C, = 0oTYo ’
2 2c
_(X0—Y ,at+b X9+ a—b) (xo—yo a+b xy+y a—b),
x—( > + r + > r cosct + 5 + e 5 + e sinct
b_( +b) " ( a), " b
o= Xo p cosc Yo p sinc o

Xo — a+b xq+ a—>b Xo — a+b x5+ a—>b
y:< OzyoJr 2c T Ozyo_ 2c )Si"Ct_( OzyoJr 2c 02y0+ 2¢ )COS“
+2 = (xg +2) simet + (yo — =) cosct +
- = (%o +7)sinc Yo — ) cosct +—.
Demak, (1) vektor maydonning (x,, y,) nuqtadan o’tuvchi integral chizig’i quyidagi
b . b
x(t) = (xo + E) cosct — (yo - %) sinct — -

a

y(t) = (xo + %) sinct + (yo - —) cosct + %

c

(4)

parametrik tenglama yordamida aniglanadi.

(1) vektor maydonning (x,,y,) nuqtadan o’tuvchi integral chizig’'i qanday chiziq
aniqlashini topaylik. Buning uchun (4) sistemada t parametrni yo’qotamiz.

b b ay |
X+ 7= (xo + E) cosct — (yo — E) sinct
a b\ a
Y- = (xo + E) sinct + (yo — E) cosct
Bu tengliklarni kvadratga ko’tarib qo’shamiz:
2

2
(x + g) + (y - %)2 = <(x0 + 2) cosct — (yo - %) sinct) +
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2
+ <-+5 't+( a) t —( +bf Zct
Xo - sinc Yo . cosc = | xg - cos“c

2( +b)( a)' t t+( af '2t+< +bf n2ct +
-2 x +— — — | sinctcosc ——] sin“c xg +—] sin“c
0T Yo c Yo c 0T
b a a2
Z — 2\ = 2.4 —
+2 (xo + c) (yo c) sinctcosct + (yo c) cos“ct
2

b a\?
= (xo + E) (cos?ct + sin’ct) + (yo - Z) (cos®ct + sin®ct) —
b ay . b ay .
-2 (xo + E) (yo - E) sinctcosct + 2 (xo + E) (yo — Z) sinctcosct =
b\? a2
=(n+g) +(n-3)-

Demak, (1) vektor maydonning (x,, y,) nuqtadan o’tuvchi integral chizig’'i markazi (—%,%)

b2 a2
nuqtada, radiusir = (xo + ?) + (yo — ;) ga teng bo’lgan aylanadan iborat ekan.

Misol 3. X = (—4y + 16):—x + (4x + 12)% vektor maydonning (0,0) nuqtadan o’tuvchi

integral chizig’ini toping.
Yechish. (4) dan foydalanib berilgan vektor maydonning (x,, y,) nuqtadan o’tuvchi integral
chizig'ini quyidagicha yoza olamiz:
x(t) = (xy + 3)cosct — (y, — 4)sinct — 3
{y(t) = (xo + 3)sinct + (y, — 4)cosct + 4
Yuqorida Keltirilganlarni hisobga olib, berilgan vektor maydonning (x,, y,) nuqtadan o’tuvchi

integral chizig'l, markazi (—3,4) nuqtada, radiusi r = \/(xo + 3)2 + (y, — 4)? ga teng bo’lgan
aylana ekanligini hosil qilamiz.

Shulardan xulosa giladigan bo’lsak, X = (—4y + 16) aa_x + (4x + 12) % vektor maydonning

(0,0) nugtadan o’tuvchi integral chizig’i markazi (—3,4) nuqtada, radiusi r = 5 ga teng bo’lgan
aylanadan iborat bo’ladi.
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