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 В данной работе мы изучаем асимптотическое 

поведение автомодельных решений 

нелинейныхпараболические уравнениясистема, 

связанная с нелокальными краевыми условиями. 

Построены различные автомодельные решения 

задачи кросс-диффузии для случая медленной 

диффузии, являющиеся асимптотиками решений 

рассматриваемой задачи. Получен главный член 

асимптотики автомодельных решений.  
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В данной работе исследуются качественные свойства решений нелинейной системы 

уравнений фильтрации, связанных с нелинейными краевыми условиями 
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неотрицательные непрерывные функции с компактным носителем в
NR . 

Нелинейные параболические уравнения (1) появляются в различных приложениях в 

качестве модели биологических популяций, химических реакций, политропной 

фильтрации, распределения тепла, диффузии и т. д. Например,
 ,u x t

а также
 ,x t

представляют собой плотности двух биологических популяций при миграции или 

температуру двух пористых материалов при распространении тепла [1-4]. 
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В условиях
2 ( 1,2)ip i 

уравнения (1) соответствуют случаю медленной диффузии, а 

при
1 2 ( 1,2)ip i  

случай быстрой диффузии. В случае медленной диффузии 

уравнения (1) являются вырожденными, хорошо известно, что вырожденные уравнения 

могут не иметь классических решений. Однако локальное во времени существование 

слабого решения задачи (1.1)–(1.3), определяемого обычным интегральным способом 

[1,3]. 

В последние годы интенсивно изучаются задачи о разрушении и глобальных условиях 

существования, скорости разрушения к нелинейным параболическим уравнениям [5-

19]. В частности, критические индексы типа Фуджиты, играющие важную роль при 

изучении свойств математических моделей различных нелинейных процессов, 

описываются нелинейными параболическими уравнениями и системой таких 

уравнений математической физики (см. [1-4] и ссылки в нем). 

В [16] Yongsheng Mi, Chunlai Mu и Botao Chen рассматривалась следующая задача 
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Чжаоинь Сян, Чунлай Му и Юлан Ван [12] изучали задачу (4)–(6) с
1 ( 1,2)i in m i  

. Они 

доказали, что решения (4)-(6) глобальны, если
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 , то все неотрицательные нетривиальные решения (4)-(6) 

разрушаются за конечное время. 

Ванцзюань Ду и Чжунпин Ли [19]изучил следующее единственное уравнение 
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Они получаюткритическая глобальная экспонента существования 0 2( 1)q p p 
 и 

критический показатель Фудзиты   1 1 1cq N p  
. 

Настоящая работа посвящена исследованию условий глобальной разрешимости и 

неразрешимости во времени решений задачи (1)-(3) на основе автомодельного анализа 

[2]. Мы строим различные автомодельные суперрешения и субрешения, чтобы получить 

критическую глобальную кривую существования и критическую кривую типа Фуджиты 

системы (1)-(3). Получены оценки и асимптотики автомодельных решений задачи (1)-

(3). 

Введем следующие обозначения 

    
  

1 1 2 1 2

1

1 2 1 2 1 2

1 2 1 1

4 1 1

q p p p p

q q p p p p


   


  
, 

    
  

2 2 1 1 2

2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 1

4 1 1

q p p p p

q q p p p p


   


  
 

http://sjifactor.com/passport.php?id=21990
file:///D:/Work/Innovative%20Academy/Innovative%20Academy%20journals/EJAR/Main%20documents%20-%20Asosiy%20fayllar/www.in-academy.uz


EURASIAN JOURNAL OF MATHEMATICAL 

THEORY AND COMPUTER SCIENCES  
Innovative Academy Research Support Center 

UIF = 8.3 | SJIF = 5.916 www.in-academy.uz 

Volume 2 Issue 11, October 2022                       ISSN 2181-2861  Page 50 

 1 2 1 1

1

1

1

1

q p

p

 


 


 ,

 2 1 2 2

2

2

1
.

1

q p

p

 


 


  

Основные результаты 

Рассмотрим следующее автомодельное решение задачи (1)–(3) 
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Определим условия, при которых функции (7) являются ограниченными 

сверхрешениями задачи (1)-(3). Установлен 
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Имеет место следующая теорема. 

Теорема 5.Решение системы (20) с компактным носителем имеет асимптотику 
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Численный анализ решения 

Теперь построим численную схему на основе метода конечных разностей. Для этого 

система уравнений (1) аппроксимируется со вторым порядком точности по 

пространственным координатам и с первым порядком по t. Построен итерационный 

процесс; на внутренних шагах итерации значения узлов вычисляются методом 

развертки. Известно, что выбор подходящего начального приближения для 

итерационного процесса решения нелинейной задачи (1) - (3) в общем случае 

составляет основную трудность при численном решении задачи. При решении 

конкретных задач используются функции, отражающие некоторые свойства искомых 

решений; эти функции получаются на основе качественного анализа задачи. Эта 

трудность, в зависимости от значения числовых параметров уравнений, преодолевается 

удачным подбором начальных приближений, для которых в расчетах принимается 

установленная асимптотическая формула. На основании приведенных выше 

результатов были проведены численные расчеты. Ниже приведены некоторые 

численные схемы и результаты вычислительных экспериментов. 
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x


 


  


  
      (16) 

       0 0,0 , ,0 , ,u x u x x x x R    
   (17) 

Где

1 2

( )

p
u

K u
x





 ,

 
2 2p

B
x








 . 

Теперь построим равномерную сетку hS на x с шагом h : 

 , 0, 1,2, , , ,h iS x i h h i n n h b      
 

и временная сетка 

 , 0, 1,2, , , , 0 .jV t j j m m T T          
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Построим разностную схему. Для этого воспользуемся балансовым методом и неявной 

разностной схемой: 

     

     

1
1 1 1 1

1 1 12

1
1 1 1 1

1 1 12

1
,

1
,

j j
j j j ji i

i i i i i i

j j
j j j ji i

i i i i i i

u u
K u u u K u u u

h

B B
h



 
     




   

  


   

  

 
      


     

    (18) 

2,3, , 1i n  ,
0,1, , 1j m 

, 

 

 

0

0

,0 ,
0,1, , ,

,0 ,

i i

i i

u u x
i n

x 

 


     (19) 

   

   

1

2

1 1

1 0
1 0

1 1

1 0
1 0

,

0,1, , 1,

,

j j
q

j

j j
q

j

u u
K u u

h
j m

B
h

 
 

 

 

 
 

 
 

   (20) 

 

 

1

2

,
2,3, , .

,

j

n j

j

n j

u t
j m

t



 

 


      (21) 

Где
 K u

,
 B 

рассчитываются по одной из следующих формул 


 

 

1

1

,
2

,
2

i i
i

i i
i

u u
K u K

a

B B
 







  
  

  


             (22) 


 

   

 
   

1

1

,
2

.
2

i i

i

i i

i

K u K u
K u

b
B B

B
 











 

       (23) 

Видно, что системы алгебраических уравнений (18) нелинейны относительно
1ju 

а 

также
1j 

. Для численного решения таких систем нелинейных уравнений применимы 

различные итерационные методы. Мы используем простой метод итерации: 

 

http://sjifactor.com/passport.php?id=21990
file:///D:/Work/Innovative%20Academy/Innovative%20Academy%20journals/EJAR/Main%20documents%20-%20Asosiy%20fayllar/www.in-academy.uz


EURASIAN JOURNAL OF MATHEMATICAL 

THEORY AND COMPUTER SCIENCES  
Innovative Academy Research Support Center 

UIF = 8.3 | SJIF = 5.916 www.in-academy.uz 

Volume 2 Issue 11, October 2022                       ISSN 2181-2861  Page 53 

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 12

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 12

1
,

1
,

s s
j j s s s ss s

j j j ji i
i i i i i i

s s
j j s s s ss s

j j j ji i
i i i i i i

u u
K u u u K u u u

h

B B
h



 
     




    

   

  


    

   

  


                           



        
          

       





   (24) 

Где 0,1,2,s  . 

Известно, что итерационные методы требуют соответствующего начального 

приближения, обеспечивающего быструю сходимость к точному решению и 

сохраняющего физический смысл задач. В качестве соответствующих начальных 

приближений выбраны полученные выше асимптотические формулы. 

Значения начальной итерации для каждого временного шага

1s

iu


,

1s

i


берутся с 

предыдущего временного шага:

0
1j ju u  ,

0
1j j   . При счете по итерационной схеме 

задается точность итерации, при которой процесс продолжается до тех пор, пока не 

будут выполнены следующие условия 

 

1

0

1

0

max ,

max .

s s

i i
i n

s s

i i
i n

u u 

  



 



 


 


  
  

Ввести обозначения
1j

i iu u 
,

1j

i i  
. Тогда разностные уравнения (24) можно 

записать в виде 
1     1     1     

1 111 1 1

1     1     1     

2 221 1 2

,

,

s s ss s s s

i iii i i i

s s ss s s s

i iii i i i

A u C u B u F

A C B F  

  

 

  

 


   


          (25) 

куда 1iA , 2iA , 1iB , 2iB , 1iC , 2iC , 1iF , 2iF с формулами (22) получаются в виде: 

1 12 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 2
1 2 2

,
2

p p
s s s s s s s s
j j j j j j j js s

i i i i i i i i
i i

u u u u u u u u
A K u

h h h h h h

 

 

       

     

 
     

     
   

   
2 22 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 2
2 2 2

,
2

p p
s s s s s s s s
j j j j j j j js s

i i i i i i i i
i iA B

h h h h h h

         


 

       

     

 
     

     
   

   
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1 12 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 12 2

,
2

p p
s s s s s s s s
j j j j j j j js s

i i i i i i i i
i i

u u u u u u u u
B K u

h h h h h h

 

 

       

   


 
     

     
   

   
2 22 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
2 12 2

,
2

p p
s s s s s s s s
j j j j j j j js s

i i i i i i i i
i iB B

h h h h h h

         


 

       

   


 
     

     
   

 

 

1 12
1,

s s s

i i iC K u K u
h




    
      

      

2 12
1,

s s s

i i iC B B
h


 

    
      

      

1
1 ,

ss
j

i iF u   

1
2

ss
j

i iF   . 

Значения конечных ординат на концах отрезка 0 x b  можно получить по формуле 

Милна: 

2 1 0

0

4 3

2

u u u u

x h

   



,

1 23 4

2

n n n

n

u u u u

x h

   



, 

2 1 0

0

4 3

2x h

      



,

1 23 4

2

n n n

nx h

      



. 

которые считаются более точными. 

Для численного решения алгебраических уравнений (25) применяется метод прогонки. 

По методу развертки 

 

 

1 1 1

2 2 1

,

,

i i i i

i i i i

u u 

   





 


        (26) 

куда 1 2 1 2,   , ,i i i i    – коэффициенты, рассчитываемые по формулам: 

1 1 1
1 1

1 1 1

2 2 2
2 1

2 2 2

,

,

i i i
i

i i i

i i i
i

i i i

A F

C A

A F

C A
















 


 

 

1
1 1

1 1 1

2
2 1

2 2 2

,

,

i
i

i i i

i
i

i i i

B

C A

B

C A












 


 
   

 

куда 1,2,i n . значения 10 , 20 , 10 , 20 находятся из граничных условий (20). 

Численные эксперименты. 
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С использованием приведенных выше численных схем был проведен вычислительный 

эксперимент. Вот некоторые результаты численных экспериментов. Шаг сетки 

достаточно мал h = 0,05, количество узлов N = 2500, точность итерации задана как . Счет 

проводился до t = 2 с шагом ., формулы (10), (13) принимались в качестве начального 

приближения для итерационного процесса. 

Ниже приведены некоторые результаты численных экспериментов при различных 

значениях числовых параметров и начальных функций. 

 

Рисунок 1.Численное решение (1)-(3): 1 2.67q 
, 2 2.78q 

, 1 3.5p 
, 2 3.6p 

. 

 

Рис 2.Численное решение (1)-(3): 1 1.36q 
, 2 2.0q 

, 1 2.2p 
, 2 2.1p 

.   
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