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In this article, you will learn the concepts of homotopy, path,
and loop in algebraic topology, as well as the fundamental group of
space, interconnected spaces, and their properties.
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maqolada siz  algebraik  topologiyadagi
gomotopiya, yo‘l, sirtmoq tushunchalari bilan tanishasiz
hamda fazoning fundamental gruppasi, bir bog‘lamli fazolar

va ularning xossalarini o‘’rganasiz.

bir bog‘lamlilik,
fundamental gruppa, yo'l
gomotopik,ko‘paytmasi

Topologiyaning asosiy muammosi bu
ikkita berilgan topologik fazolar bir-biriga
gomeomorf bo‘ladimi yoki yo‘q, shuni
o‘rganishdir. Umumiy holda bu savolga
javob beradigan metod yo‘q. Lekin ba’zi bir
texnikalar borki ikkita fazo gomeomorf
emasligini aniq ko‘rsatib beradi, ya’'ni

birinchi fazoda orinli bo‘lgan xossa
ikkinchisida o‘rinli bo‘lmaydi. Misol uchun
[0,1] yopiq interval (0,1) ochiq intervalga
gomeomorf emas, sababi birinchi fazo
kompakt ikinchisi esa yo‘q. Haqiqiy o‘q R
ham R? tekislikka gomeomorf emas, sababi
R? dan bitta nuqtasini olib tashlasak




bog‘lanishli fazoligicha qoladi, lekin R dan
bitta nuqtasini olib tashlasak bog‘lanishsiz
bo'lib qoladi. Ammo biz shu paytgacha
o‘rgangan xossalar yetarli bo‘lmaydi.
Masalan oddiy R? tekislik va 3-o‘lchamli R3
fazo gomeomorf emasligini ganday
ko‘rsatamiz, ya’ni biz bilgan kompaktlik,
bog‘lanishlilik, lokal bog‘lanishlilik,
metrikaga ega bo‘lishlik bu topologik
xossalar ikkala fazoda ham bir xil. Demak
biz fazolarning  yangi xossalarini
o‘rganishimiz kerak. Shunday xossalardan
eng ajoyibi bu bir boglamlilik (simple
connectedness) dir. Lekin bu tushunchani
kiritish uchun dastlab fundamental
gruppa (fundamental group)
tushunchasini kiritishimiz kerak.

F(s,0) = f(s) va

F(O, t) = xo

Yangi terminlarni kiritishdan oldin

eskilarini eslab olaylik:

X — topologik fazo berilgan bo‘lsin. Bu
fazoda x, dan x; ga boruvchi yo‘l (path)
deb  f:[0,1] » X uzluksiz funksiyaga
aytiladi, bu yerda f(0)=x,, f(1) =x,
bolishi kerak.

Qulaylik uchun [ =[0,1] deb belgilab
olaylik.

Ta'rif:  f,g —lar
boshlanish nuqtasi x, da, tugash nugqtasi
x; da bo‘lgan X dagi yo‘l (path) lar bo‘lsin.
Agar shunday F:IXI—-X uzluksiz
funksiya mavjud bo‘lsa

ikkalasining  ham

F(s,1) =g(s)
F(1,t) = x;

shartlarni ganoatlantiruvchi, barcha s € I va t € I lar uchun. U holda f, g — yo‘l gomotopik
(path homotopic) deyiladi. Bu F —funksiya esa f va g lar o‘rtasidagi yo‘l gomotopiya (path

homotopy) deyiladi.




BNovaTivE ACADES

f,9 —yo’l gomotopik bo'lsa f =, g kabi
belgilanadi.

Lemma: =,—ekvivalentlik munosabati
bo‘ladi.

Aniqgki ixtiyoriy f =, f, chunki F(x,t) =
f (x) bizga kerakli yo‘l gomotopiya bo‘ladi.
Agar f=,g bollsa g =, fbo'lishini
ko‘rsatamiz. F —f va g o‘rtasidagi yo'l

F(x,2t),

H(x,t) =

gomotopiya bo‘lsin, u holda G(x,t) =
F(x,1 —t) deb olsak, G — g va f o‘rtasidagi
yo‘l gomotopiya bo‘ladi.

Endi f=~,g9,g=,h bolsa f=,h
bo‘lishini ko‘rsatamiz. F, G — mos ravishda
f,g va g,h lar o‘rtasidagi yo'l
gomotopiyalar bo‘lsin.

cefo]
2

1
G(x,2t —1), tE€ [E' 1]

Aynan shu H —bizga kerakli g va f o‘rtasidagi yo‘l gomotopiya bo‘ladi. F, G —uzluksiz va
F(x,1) =G(x,0) = g(x) = H(x, %) bo‘lgani uchun ham H —ham uzluksiz bo‘ladi.

Demak, X fazodagi yo‘llar ekvivalentlik
sinflariga ajraladi. [f] —deb f ning
ekvivalentlik sinfini belgilaymiz.

f(2s),

g(2s—1), S E E, 1]

h(s) =

Ta'rif: f — X fazoda x, dan x; ga boruvchi
yo‘l bo‘lsin, g — x; dan x, ga yo‘l bo‘lsin. U
holda ularning ko‘paytmasi (product)
—f * g ko‘rinishdagi hyo‘lni quyidagicha
aniqlaymiz:

e[o 1]
s '3




boradi. h — ning birinchi yarim gismi f dan
iborat, ikkinchi yarim qismi g dan iborat
deb garashimiz mumkin.

Bu ko‘paytirish orqgali sinflarni ko‘paytirish
amalini quyidagicha kiritamiz:

[f1*[g] =[f =gl

ya’ni ikkita yo‘llar sinfining ko‘paytmasi deb
bu yollar ko‘paytmasining sinfiga aytamiz.
Bu ko‘paytirish to‘g'ri aniglangan. [f] =
[f'], L9l =1g'] yani f=,f, g=,4g

F(2s,1),
H(s,t) =

F(1,t) = x; = G(0,t) bo‘lgani uchun ham
H —to‘g'ri aniqlangan va uzluksiz. Aynan

Teorema: * amal quyidagi xossalarga ega:

(1) (Assotsiativlik) [f1* ([g] = [R])
aniglangan bo‘lsa  ([f] * [g]) * [h] ham
aniglangan bo‘ladi va ular teng bo‘ladi.

[f] * [exl] = [f] va

bo‘lsin, u holda [f * g] = [f' * g'] ekanligini
ko‘rsatish kerak. Buning uchun f * g va f' *
g’ o‘rtasida yo‘l gomotopiya qurishimiz
kerak. F,G — mosravishda f, f' va g, g’ lar
o‘rtasidagi yo‘l gomotopiyalar bo'lsin.

e [o.5]
S >

1
G(2s—1,1), S E [E' 1]

shuH — f g va f' * g lar o'rtasidagi yo'l
gomotopiya bo‘ladi.

(2) (O'ng va chap birlik elementlar) x € X
uchun, e, deb e,:I = X, barcha nuqtalarni
x ga o'tkazuvchi const funksiyani
belgilaylik. Agar f — X fazoda x, dan x; ga
yo‘l bo‘lsa, u holda

[exo] * [f] = [f]




(3) (Teskarisi) f — X fazoda x, dan x; ga
yol bollsin. fdeb f(s)=f(1—s) kabi
aniglangan yo‘lni belgilaylik. Bu yo‘l f ning

[f] = [ﬂ = [exo]

Aynan mana shu wuchta xossadan
foydalangan holda fundamental gruppa
tushunchasini kiritamiz. Sezib
turganingizdek gruppaning elementlari

sinflardan iborat bo‘ladi. Lekin bitta
muammo bor, ya'ni [f] * [g] ko‘paytma har
qanday f, g —yo‘llar uchun aniglanmagan,
fagatgina f(1) = g(0) bo‘lganlari
uchungina aniqlangan. Bu muammoni hal
qilish uchun biz boshi va oxiri bitta nugtada
bolgan sirtmoq (loop) tushunchasini
Kiritamiz.

Ta'rif: X — topologik fazo, x, —undagi
nuqta bo‘lsin. x, da boshlanib x,da
tugaydigan har ganday yo‘l - asosi x, da
bo‘lgan sirtmoq (loop) deyiladi. x, asosli
barcha sirtmoqlarning yo‘l gomotopiya
sinflar to‘plami, * amal bilan birgalikda, X

f(x)

va

teskarisi deyiladi va quyidagi tengliklar
o‘rinli bo‘ladi:

[F] * [f] = [ex,]

ning fundamental gruppasi deyiladi (x,
asosga nisbatan). Quyidagicha belgilanadi:
1 (X, xg).

Misol: R™ — n o‘lchamli Yevklid fazosi.
Uning fundamental gruppasi trivial (yagona
birlik elementdan iborat) gruppa bo‘ladi.
Chunki, F(s,t) =1 —-t)f(s) +tg(s)
ko‘rinishdagi yo‘l gomotopiya (straight
line homotopy) ixtiyoriy f, g lar o‘rtasidagi
gomotopiya bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy asosi
X dagi f sirtmoq - const sirtmoqqga yo'l
gomotopik bo‘ladi. Bu degani ekvivalentlik
sinfi yagona [e,, | dan iborat. Umumiy holda,
agar X — R™ ning ixtiyoriy qavariq
to‘plami bo‘lsa ham uning fundamental
gruppasi trivial bo‘ladi. Xususan, B" =
x| x 2+ x%2 + -+ x,2<1}—R"  dagi
birlik sharniki ham.

g(x)




Ta'rif: « — X da xy dan x; ga boruvchi yo'l Ta'rif: Agar X — chiziqli bog‘lanishli va
bo'lsin. m,(X) = {e} bo'lsa, bu fazo bir boglamli
&, (X, xg) — (X, x1) (simple connected) deyiladi.

a((fD = [a] = [f] * [a] ko‘rinishda
akslantirish aniqlaylik.

R™, B™ lar bir bog‘lamli fazolarga misol bo‘la
oladi.

Ta'rif: h: (X,x9) = (Y,y0) uzluksiz
akslantirish bo‘lsin (X fazoni Y fazoga
o‘tkazuvchi, bunda x, nuqtasi y, ga o‘tadi).

Bu akslantirish to‘g'ri aniqlangan, chunki,
f — asosi x dagi sirtmoq bo'lsa,

a * (f * @) — asosi x; dagi sirtmoq bo‘ladi.
(fxa) 1 dagi sirtmog By (X, %0) = (Y, ¥o)

h([fD = [hef]

ko‘rinishda akslantirish aniqglaylik. Bu h, —
h dan hosil qilingan gomomorfizm
deyiladi, x, asosga nisbatan.

Teorema: @ — gruppalarning isomorfizmi
bo‘ladi.

Demak, fazodagi x, va x; nuqtalar yo‘l bilan
tutashtirilgan bo‘lsa ularning fundamental
gruppalari isomorf bo‘lar ekan.

Teorema: h: (X,xy) = (Y,y,) bu X va'Y
fazolarning gomeomorfizmi bo‘lsin. U holda
h,— m(X,xy) va m1(Y,y,) gruppalarning
isomorfizmi bo‘ladi.

Chiziqli bog‘lanishli fazo ta’rifini eslaylik:
Fazodagi ixtiyoriy ikkita nuqta yo‘l bilan
tutashtirilgan bo‘lsa chiziqli bog‘lanishli
(path connected) deyilar edi.

Xulosa: Berilgan ikkita topologik fazolarni
gomeomorflikka tekshirishda ularning
fundamental gruppalarini isomorflikka

Chiziqli bog‘lanishli fazoda barcha nuqtalar
yo‘llar bilan tutashgani uchun barcha
nuqtalarning fundamental gruppalari bir-

biriga isomorf bo‘ladi. Shuning uchun tekshirish kerak ekan.
ba‘zida  bunday  fazolarda  asosini
yozmasdan 1, (X) ko‘rinishda yozib ketiladi.
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