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MAQOLA TARIXI  ANNOTATSIYA 

Qabul qilindi: 05-sentabr 2021 
Ma’qullandi: 10-sentabr 2021 
Chop etildi: 15- sentabr 2021 

     Bu maqolada siz algebraik topologiyadagi 
gomotopiya, yoʻl, sirtmoq tushunchalari bilan tanishasiz 
hamda fazoning fundamental gruppasi, bir bogʻlamli fazolar 
va ularning xossalarini oʻrganasiz. 

 

 

KALIT SO’ZLAR 

bir bogʻlamlilik, 
fundamental gruppa, yoʻl 
gomotopik,koʻpaytmasi 

  

      Topologiyaning asosiy muammosi bu 

ikkita berilgan topologik fazolar bir-biriga 

gomeomorf boʻladimi yoki yoʻq, shuni 

oʻrganishdir. Umumiy holda bu savolga 

javob beradigan metod yoʻq. Lekin baʼzi bir 

texnikalar borki ikkita fazo gomeomorf 

emasligini aniq koʻrsatib beradi, yaʼni 

birinchi fazoda oʻrinli boʻlgan xossa 

ikkinchisida oʻrinli boʻlmaydi. Misol uchun 

[0,1] yopiq interval (0,1) ochiq intervalga 

gomeomorf emas, sababi birinchi fazo 

kompakt ikinchisi esa yoʻq. Haqiqiy oʻq ℝ 

ham ℝ2 tekislikka gomeomorf emas, sababi 

ℝ2 dan bitta nuqtasini olib tashlasak 
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 bogʻlanishli fazoligicha qoladi, lekin ℝ dan 

bitta nuqtasini olib tashlasak bogʻlanishsiz 

boʻlib qoladi. Ammo biz shu paytgacha 

oʻrgangan xossalar yetarli boʻlmaydi. 

Masalan oddiy ℝ2 tekislik va 3-oʻlchamli ℝ3 

fazo gomeomorf emasligini qanday 

koʻrsatamiz, yaʼni biz bilgan kompaktlik, 

bogʻlanishlilik, lokal bogʻlanishlilik, 

metrikaga ega boʻlishlik bu topologik 

xossalar ikkala fazoda ham bir xil. Demak 

biz fazolarning yangi xossalarini 

oʻrganishimiz kerak. Shunday xossalardan 

eng ajoyibi bu bir bogʻlamlilik (simple 

connectedness) dir. Lekin bu tushunchani 

kiritish uchun dastlab fundamental 

gruppa (fundamental group) 

tushunchasini kiritishimiz kerak. 

Yangi terminlarni kiritishdan oldin 

eskilarini eslab olaylik:  

𝑋 − topologik fazo berilgan boʻlsin. Bu 

fazoda 𝑥0 dan  𝑥1 ga boruvchi yoʻl (path) 

deb  𝑓: [0,1] → 𝑋 uzluksiz funksiyaga 

aytiladi, bu yerda 𝑓(0) = 𝑥0, 𝑓(1) = 𝑥1 

boʻlishi kerak. 

Qulaylik uchun 𝐼 = [0,1] deb belgilab 

olaylik.  

Taʼrif: 𝑓, 𝑔 −lar ikkalasining ham 

boshlanish nuqtasi 𝑥0 da, tugash nuqtasi 

𝑥1 da boʻlgan  𝑋 dagi yoʻl (path) lar boʻlsin. 

Agar shunday  𝐹: 𝐼 × 𝐼 → 𝑋 uzluksiz 

funksiya mavjud boʻlsa  

 

𝐹(𝑠, 0) = 𝑓(𝑠)    va     𝐹(𝑠, 1) = 𝑔(𝑠) 

𝐹(0, 𝑡) = 𝑥0    va     𝐹(1, 𝑡) = 𝑥1 

shartlarni qanoatlantiruvchi, barcha 𝑠 ∈ 𝐼 va 𝑡 ∈ 𝐼 lar uchun. U holda 𝑓, 𝑔 − yoʻl gomotopik 

(path homotopic) deyiladi. Bu  𝑭 −funksiya esa 𝑓 va 𝑔 lar oʻrtasidagi yoʻl gomotopiya (path 

homotopy) deyiladi. 
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𝑓, 𝑔 −yoʻl gomotopik boʻlsa  𝒇 ≃𝒑 𝒈 kabi 

belgilanadi. 

Lemma: ≃𝒑−ekvivalentlik munosabati 

boʻladi. 

Aniqki ixtiyoriy  𝑓 ≃𝑝 𝑓, chunki 𝐹(𝑥, 𝑡) =

𝑓(𝑥) bizga kerakli yoʻl gomotopiya boʻladi. 

Agar  𝑓 ≃𝑝 𝑔  boʻlsa  𝑔 ≃𝑝 𝑓 boʻlishini 

koʻrsatamiz. 𝐹 − 𝑓 va 𝑔 oʻrtasidagi yoʻl 

gomotopiya boʻlsin, u holda  𝐺(𝑥, 𝑡) =

𝐹(𝑥, 1 − 𝑡) deb olsak, 𝐺 − 𝑔 va 𝑓 oʻrtasidagi 

yoʻl gomotopiya boʻladi. 

Endi  𝑓 ≃𝑝 𝑔, 𝑔 ≃𝑝 ℎ  boʻlsa  𝑓 ≃𝑝 ℎ 

boʻlishini koʻrsatamiz. 𝐹, 𝐺 − mos ravishda 

𝑓, 𝑔  va  𝑔, ℎ  lar oʻrtasidagi yoʻl 

gomotopiyalar boʻlsin. 

 

𝐻(𝑥, 𝑡) = {
𝐹(𝑥, 2𝑡),               𝑡 ∈ [0,

1

2
]

𝐺(𝑥, 2𝑡 − 1),        𝑡 ∈ [
1

2
, 1]

 

Aynan shu  𝐻 −bizga kerakli  𝑔  va  𝑓 oʻrtasidagi yoʻl gomotopiya boʻladi. 𝐹, 𝐺 −uzluksiz va   

𝐹(𝑥, 1) = 𝐺(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) = 𝐻(𝑥,
1

2
) boʻlgani uchun ham 𝐻 −ham uzluksiz boʻladi. 

 

 
 

Demak, 𝑋 fazodagi yoʻllar ekvivalentlik 

sinflariga ajraladi. [𝑓] −deb 𝑓 ning 

ekvivalentlik sinfini belgilaymiz. 

Taʼrif: 𝑓 − 𝑋 fazoda 𝑥0 dan  𝑥1 ga boruvchi 

yoʻl boʻlsin, 𝑔 − 𝑥1 dan  𝑥2 ga yoʻl boʻlsin. U 

holda ularning koʻpaytmasi (product) 

−𝑓 ∗ 𝑔 koʻrinishdagi ℎ yoʻlni quyidagicha 

aniqlaymiz:  

 

ℎ(𝑠) = {
𝑓(2𝑠),               𝑠 ∈ [0,

1

2
]

𝑔(2𝑠 − 1),        𝑠 ∈ [
1

2
, 1]

 



EURASIAN JOURNAL OF MATHEMATICAL 
THEORY AND COMPUTER SCIENCES 
Innovative Academy Research Support Center 

www.in-academy.uz 

Volume 1 Issue 01, September 2021                              Page 17 

ℎ − ham 𝑋 da yoʻl boʻladi va  𝑥0 dan  𝑥2 ga 

boradi. ℎ − ning birinchi yarim qismi 𝑓 dan 

iborat, ikkinchi yarim qismi 𝑔 dan iborat 

deb qarashimiz mumkin.  

Bu koʻpaytirish orqali sinflarni koʻpaytirish 

amalini quyidagicha kiritamiz: 

[𝑓] ∗ [𝑔] = [𝑓 ∗ 𝑔] 

yaʼni ikkita yoʻllar sinfining koʻpaytmasi deb 

bu yollar koʻpaytmasining sinfiga aytamiz. 

Bu koʻpaytirish toʻgʻri aniqlangan. [𝑓] =
[𝑓′], [𝑔] = [𝑔′] yaʼni 𝑓 ≃𝑝 𝑓′,  𝑔 ≃𝑝 𝑔′ 

boʻlsin, u holda  [𝑓 ∗ 𝑔] = [𝑓′ ∗ 𝑔′] ekanligini 

koʻrsatish kerak. Buning uchun 𝑓 ∗ 𝑔 va  𝑓′ ∗

𝑔′ oʻrtasida yoʻl gomotopiya qurishimiz 

kerak. 𝐹, 𝐺 − mos ravishda 𝑓, 𝑓′  va  𝑔, 𝑔′  lar 

oʻrtasidagi yoʻl gomotopiyalar boʻlsin. 

 

H(s, t) = {
F(2s, t),               s ∈ [0,

1

2
]

G(2s − 1, t),        s ∈ [
1

2
, 1]

 

 

𝐹(1, 𝑡) = 𝑥1 = 𝐺(0, 𝑡) boʻlgani uchun ham 

𝐻 −toʻgʻri aniqlangan va uzluksiz. Aynan 

shu 𝐻 −  𝑓 ∗ 𝑔  va  𝑓′ ∗ 𝑔′  lar oʻrtasidagi yoʻl 

gomotopiya boʻladi. 

 

 
Teorema:  * amal quyidagi xossalarga ega: 

(1) (Assotsiativlik) [𝑓] ∗ ([𝑔] ∗ [ℎ]) 

aniqlangan boʻlsa  ([𝑓] ∗ [𝑔]) ∗ [ℎ] ham 

aniqlangan boʻladi va ular teng boʻladi. 

(2) (Oʻng va chap birlik elementlar) 𝑥 ∈ 𝑋 

uchun, 𝑒𝑥 deb  𝑒𝑥: 𝐼 → 𝑋, barcha nuqtalarni 

𝑥 ga oʻtkazuvchi const funksiyani 

belgilaylik. Agar 𝑓 − 𝑋 fazoda 𝑥0 dan  𝑥1 ga 

yoʻl boʻlsa, u holda 

 

[𝑓] ∗ [𝑒𝑥1
] = [𝑓]               va                 [𝑒𝑥0

] ∗ [𝑓] = [𝑓] 
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(3) (Teskarisi) 𝑓 − 𝑋 fazoda 𝑥0 dan  𝑥1 ga 

yoʻl boʻlsin. 𝑓̅ deb  𝑓̅(𝑠) = 𝑓(1 − 𝑠) kabi 

aniqlangan yoʻlni belgilaylik. Bu yoʻl 𝑓 ning 

teskarisi deyiladi va quyidagi tengliklar 

oʻrinli boʻladi: 

 
[𝑓] ∗ [𝑓̅] = [𝑒𝑥0

]                va               [𝑓̅] ∗ [𝑓] = [𝑒𝑥1
] 

Aynan mana shu uchta xossadan 

foydalangan holda fundamental gruppa 

tushunchasini kiritamiz. Sezib 

turganingizdek gruppaning elementlari 

sinflardan iborat boʻladi. Lekin bitta 

muammo bor, yaʼni [𝑓] ∗ [𝑔] koʻpaytma har 

qanday 𝑓, 𝑔 −yoʻllar uchun aniqlanmagan, 

faqatgina 𝑓(1) = 𝑔(0) boʻlganlari 

uchungina aniqlangan. Bu muammoni hal 

qilish uchun biz boshi va oxiri bitta nuqtada 

boʻlgan sirtmoq (loop) tushunchasini 

kiritamiz. 

Taʼrif: 𝑋 − topologik fazo, 𝑥0 −undagi 

nuqta boʻlsin. 𝑥0 da boshlanib 𝑥0 da 

tugaydigan har qanday yoʻl - asosi 𝑥0 da 

boʻlgan sirtmoq (loop) deyiladi. 𝑥0 asosli 

barcha sirtmoqlarning yoʻl gomotopiya 

sinflar toʻplami, * amal bilan birgalikda,  𝑋 

ning fundamental gruppasi deyiladi (𝑥0 

asosga nisbatan). Quyidagicha belgilanadi: 

𝜋1(𝑋, 𝑥0). 

Misol: ℝ𝑛 − n oʻlchamli Yevklid fazosi. 

Uning fundamental gruppasi trivial (yagona 

birlik elementdan iborat) gruppa boʻladi. 

Chunki, 𝐹(𝑠, 𝑡) = (1 − 𝑡)𝑓(𝑠) + 𝑡𝑔(𝑠) 

koʻrinishdagi yoʻl gomotopiya (straight 

line homotopy) ixtiyoriy 𝑓, 𝑔 lar oʻrtasidagi 

gomotopiya boʻladi. Demak, ixtiyoriy asosi 

𝑥0 dagi 𝑓 sirtmoq - const sirtmoqqa yoʻl 

gomotopik boʻladi. Bu degani ekvivalentlik 

sinfi yagona [𝑒𝑥0
] dan iborat. Umumiy holda, 

agar 𝑋 −  ℝ𝑛 ning ixtiyoriy qavariq 

toʻplami boʻlsa ham uning fundamental 

gruppasi trivial boʻladi. Xususan, 𝐵𝑛 =
{𝑥| 𝑥1

2 + 𝑥2
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2 ≤ 1} − ℝ𝑛 dagi 

birlik sharniki ham. 
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Taʼrif: 𝛼 − 𝑋 da 𝑥0 dan  𝑥1 ga boruvchi yoʻl 

boʻlsin.  

𝛼̂: 𝜋1(𝑋, 𝑥0) →  𝜋1(𝑋, 𝑥1) 

𝛼̂([𝑓]) = [𝛼̅] ∗ [𝑓] ∗ [𝛼] koʻrinishda 

akslantirish aniqlaylik. 

Bu akslantirish toʻgʻri aniqlangan, chunki, 

𝑓 − asosi 𝑥0 dagi sirtmoq boʻlsa,  

𝛼̅ ∗ (𝑓 ∗ 𝛼) − asosi 𝑥1 dagi sirtmoq boʻladi.  

Teorema: 𝛼̂ − gruppalarning isomorfizmi 

boʻladi. 

Demak, fazodagi 𝑥0 va 𝑥1 nuqtalar yoʻl bilan 

tutashtirilgan boʻlsa ularning fundamental 

gruppalari isomorf boʻlar ekan. 

Chiziqli bogʻlanishli fazo taʼrifini eslaylik:  

Fazodagi ixtiyoriy ikkita nuqta yoʻl bilan 

tutashtirilgan boʻlsa chiziqli bogʻlanishli 

(path connected) deyilar edi. 

Chiziqli bogʻlanishli fazoda barcha nuqtalar 

yoʻllar bilan tutashgani uchun barcha 

nuqtalarning fundamental gruppalari bir-

biriga isomorf boʻladi. Shuning uchun 

baʻzida bunday fazolarda asosini 

yozmasdan 𝜋1(𝑋) koʻrinishda yozib ketiladi. 

Taʼrif: Agar  𝑋 − chiziqli bogʻlanishli  va 

 𝜋1(𝑋) = {𝑒} boʻlsa, bu fazo bir bogʻlamli 

(simple connected) deyiladi.  

ℝ𝑛, 𝐵𝑛 lar bir bogʻlamli fazolarga misol boʻla 

oladi. 

Taʼrif: ℎ: (𝑋, 𝑥0)  → (𝑌, 𝑦0) uzluksiz 

akslantirish boʻlsin (𝑋 fazoni 𝑌 fazoga 

oʻtkazuvchi, bunda 𝑥0 nuqtasi 𝑦0 ga oʻtadi).  

ℎ∗: 𝜋1(𝑋, 𝑥0) →  𝜋1(𝑌, 𝑦0)  

ℎ∗([𝑓]) = [ℎ ∘ 𝑓] 

koʻrinishda akslantirish aniqlaylik. Bu ℎ∗ − 

𝒉 dan hosil qilingan gomomorfizm 

deyiladi, 𝑥0 asosga nisbatan. 

Teorema: ℎ: (𝑋, 𝑥0)  → (𝑌, 𝑦0) bu 𝑋 va 𝑌 

fazolarning gomeomorfizmi boʻlsin. U holda 

ℎ∗ − 𝜋1(𝑋, 𝑥0) va  𝜋1(𝑌, 𝑦0) gruppalarning 

isomorfizmi boʻladi. 

Xulosa: Berilgan ikkita topologik fazolarni 

gomeomorflikka tekshirishda ularning 

fundamental gruppalarini isomorflikka 

tekshirish kerak ekan.  
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