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 Maqolada tekislikdagi inversion almashtirishlar, 

ularning xossalari va analitik ifodasi haqida so‘z 

yuritilgan.  Muhim xossalar, teoremalar elementar va 

analitik usulda isbotlangan. 
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Tekislikda to‘g’ri chiziqni obrazi yana to‘g’ri chiziq bo‘luvchi affin alamashtirishlar va 

uning xususiy hollari bilan birga to‘g’ri chiziqning obrazi har doim ham to‘g’ri chiziq 

bo‘lavermaydigan almashtirishlar ham keng o‘rganiladi. Shunday almashtirishlardan biri 

inversiyadir. Biz ushbu maqolada inversiyaning analitik geometriya va yasash geometriyasida 

qo‘llanilishiga oid masalalar ko‘rib o‘tamiz. Dastlab inversiyaning ta’rifi, asosiy xossalari va 

analitik ifodasini keltiraylik [1-3].   

Ta’rif: Berilgan 𝑢(𝑂, 𝑟) aylana markazidan chiqqan nurning aylana markazigacha 

bo‘lgan masofalar ko‘paytmasi aylana radiusining kvadratiga teng bo‘luvchi ikki nuqtasi shu 

aylanaga nisbatan inversion mos nuqtalar deyiladi va 𝑢𝑂
𝑟 (𝐴) = 𝐴′ ko‘rinishida ifodalanadi. Bu 

yerda 𝑢(𝑂, 𝑟) - inversiya aylanasi, 𝑂 - inversiya markazi, 𝑟 – inversiya radiusi deyiladi. 

Inversiya involyutsion almashtirish hisoblanadi. Ya’ni, 𝐴 nuqtaning obrazi 𝐴′ nuqta 

bo’lsa, 𝐴′ nuqtaning obrazi 𝐴 nuqta bo‘ladi. 

Nuqtaga inversion nuqtani yasash (1-chizma): 

I. 𝐴 nuqta inversiya aylanasi tashqarisida bo‘lsin. 𝑂𝐴 kesmani diametr qilib yordamchi 

aylana chiziladi. Ikki aylananing o‘zaro kesishgan 𝐵 va 𝐶 nuqtalarini tutashtiruvchi 𝐵𝐶 vatar 

hamda 𝑂𝐴 nur kesishgan nuqta izlangan 𝐴′ nuqta bo‘ladi.  

Isbot. Yasashga ko‘ra 𝐴𝐵𝑂 va 𝐴′𝐵𝑂 to‘g‘ri burchakli uchburchaklarning o’xshashligidan 
𝐴𝑂

𝑂𝐵
=

𝑂𝐵

𝑂𝐴’
→ 𝑂𝐴 ∙ 𝑂𝐴′ = 𝑂𝐵2. 

II. 𝐴′ nuqta inversiya aylanasi ichida bo‘lsin. Inversiya involyutsion almashtirish 

ekanligidan avvalgi holga teskari ish olib boriladi. 𝑂𝐴′ nurga uning 𝐴′ nuqtasidan 

perpendikulyar o‘tkazilib, bu perpendikulyarning inversiya aylanasi bilan kesishgan 𝐵 (yoki 

𝐶) nuqtasi orqali shu aylanaga urinma o‘tkaziladi. Urinma va 𝑂𝐴′ nurning kesishgan 𝐴 nuqtasi 

berilgan 𝐴′ nuqtaning inversion obrazi bo‘ladi.  
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III. Agar nuqta inversiya aylanasida yotsa, unga inversion mos nuqta shu  

nuqtaning o‘zi bo‘ladi. 

 
1-chizma 

Inversion almashtirishning asosiy xossalarini qarab chiqamiz. 

1. 𝐴 nuqta 𝑂𝐴 nur bo‘yicha 𝑂 markazdan cheksiz uzoqlashgan sari, 𝐴′ nuqta 𝑂 markazga 

cheksiz yaqinlashadi va aksincha. 

2.  Inversiya markazidan chiquvchi nur o‘z-o‘ziga almashadi. 

3. Inversiya radiusi cheksiz kattalashib borgan sari inversiya o’q simmetriyasiga aylana 

boradi. 

Teorema. Umumiy markazli turli 𝑟1, 𝑟2 radiusli inversiyalar ko’paytmasi shu markazli 

va 
𝑟2

𝑟1
 koeffitsentli gomotetiyadir, ya‘ni 

𝑢о
𝑟1(𝐴) ∙ 𝑢о

𝑟2(𝐴′) = 𝐻𝑜

𝑟2
𝑟1(𝐴).    (1) 

Isbot. Haqiqatan, 

 𝑢о
𝑟1(𝐴) ≡ 𝑂𝐴 ∙ 𝑂𝐴′ = 𝑟1

2,         (2) 

 𝑢о
𝑟2(𝐴′) ≡ 𝑂𝐴′ ∙ 𝑂𝐴′′ = 𝑟2

2.       (3) 

(3) tenglikni (2) ga hadlab bo‘lsak, 
𝑂𝐴′′

𝑂𝐴
= (

𝑟2

𝑟1
)

2

. 

Bu esa berilgan ta’rifga muvofiq:    

𝐻𝑜

𝑟2
𝑟1(𝐴) = 𝐴′′. 

Dekart koordinatalar sistemasida inversion almashtirishni qaraylik. Inversiya aylanasi 

markazi koordinatalar boshida bo’lgan 𝑢(𝑂, 𝑟) aylana,  𝐴(𝑥, 𝑦) va 𝐴′(𝑥′, 𝑦′) nuqtalar esa 

inversion mos bo‘lsin. U holda  

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ ′ = 𝜆𝑂𝐴̅̅ ̅̅  (𝑂𝐴̅̅ ̅̅ ′ ↑↑ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅  → 𝜆 > 0)  → 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ ′ ∙ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑅2 → 𝑅2̅̅̅̅ = 𝜆𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 bo‘ladi. Bundan, 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ ′ =
𝑟2

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2
𝑂𝐴̅̅ ̅̅ . 

Yuqoridagi vektor formadan, inversiyaning koordinatalardagi ifodasi kelib chiqadi 

𝑥′ =
𝑥

𝑥2+𝑦2
𝑟2,        𝑦′ =

𝑦

𝑥2+𝑦2
𝑟2. 
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Teorema: Inversiya markazidan o‘tuvchi to‘g’ri chiziqqa inversion mos figura shu to‘g’ri 

chiziqning o‘zidir. 

Isbot ikkinchi xossa bilan asoslanadi. 

Teorema: Inversiya markazidan o‘tmaydigan to‘g‘ri chiziqqa inversion mos  figura 

inversiya markazidan o‘tuvchi aylanadir. 

Isbot. Inversiya aylanasi markazidan berilgan 𝑙 to‘g‘ri chiziqqa 𝑂𝐴 perpendikular 

o‘tkazib, 𝐴 nuqtaga inversion mos 𝐴′ nuqtani, 𝑙 to‘g‘ri chiziqning boshqa  bir 𝐵 nuqtasiga 

inversion mos 𝐵′ nuqtani topamiz. Inversiya ta’rifiga ko‘ra,  

𝑂𝐴 ∙ 𝑂𝐴′ = 𝑅2, 𝑂𝐵 ∙ 𝑂𝐵′ = 𝑅2 →  𝑂𝐴 ∙ 𝑂𝐴′ = 𝑂𝐵 ∙ 𝑂𝐵′ → 

𝑂𝐴

𝑂𝐵
=

𝑂𝐵′

𝑂𝐴′
. 

Ushbu tenglik va bitta burchakning umumiyligidan 𝑂𝐴𝐵 va 𝑂𝐵′𝐴′ uchburchaklar 

o‘xshash bo’lib, bundan, ∠𝑂𝐵𝐴 = ∠𝑂𝐴′𝐵′, ∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝑂𝐵′𝐴′ va ∠𝑂𝐵′𝐴′ burchakning to‘g’ri 

burchak ekanligi kelib chiqadi. Demak, 𝐵′ nuqta 𝑂𝐴′ diametrli 𝑙′  aylanada yotadi.  

Inversiya markazidan o‘tmaydigan to‘g’ri chiziqning obrazini yasash uchun: 

 inversiya markazidan to‘g’ri chiziqqa perpendikular o‘tkazilib, uning asosi 𝐴 deb 

belgilanadi;  

 𝐴 nuqtaga inversion mos 𝐴′ nuqta topiladi. 𝑂𝐴′ diametrli aylana berilgan to‘g’ri chiziqning 

inversion obrazi bo’ladi (2-chizma). 

 
2-chizma 

Teorema. Inversiya markazidan o‘tuvchi aylanaga inversion mos figura inversiya 

markazidan o‘maydigan to‘g’ri chiziqdir. 

Isbot yuqoridagi teorema va inversiyaning involyutsion almashtirish ekanligidan 

ko’rinadi.  

Teorema. Inversiya markazidan o‘tmaydigan aylanaga inversion mos figura inversiya 

markazidan o‘tmaydigan aylanadir.  

Isbot. 𝑢(𝑂, 𝑟) inversiya aylanasi O markazi va berilgan H aylana (inversiya markazidan 

o’tmaydigan) 𝑂1 markazlari orqali markazlar chizig’ini o’tkazamiz (3-chizma). Markazlar 
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chizig‘ining  𝐻 aylanani kesib o’tgan 𝐴 va 𝐵 nuqtalariga inversion mos nuqtalar 𝐴′ va 𝐵′ 

bo‘lsin. 𝐴′𝐵′ kesma diametrli 𝐻′ aylana berilgan aylananing obrazi ekanligini ko’rsatishimiz 

kerak.  

H aylanadagi ixtiyoriy 𝑃 nuqtaga inversion mos bo‘lgan 𝑃′ nuqtaning 𝐴′ va 𝐵′ nuqtalar 

bilan tutashtirishdan hosil bo‘lgan ∠A′P′B′ burchakning ∠APB to‘g‘ri burchakka mosligini 

isbotlanishi kerak. Inversiyaning involutsion almashtirish ekanligi va -chizmaga asosan,  

𝑂𝑃 ∙ 𝑂𝑃′ = 𝑂𝐴 ∙ 𝑂𝐴′ = 𝑂𝐵 ∙ 𝑂𝐵′ = 𝑅2  →  
𝑂𝑃

𝑂𝐴
=

𝑂𝐴′

𝑂𝑃′
   va   

𝑂𝑃

𝑂𝐵
=

𝑂𝐵′

𝑂𝑃′
. 

Bunga ko‘ra  ∆𝑂𝑃𝐴~∆𝑂𝑃′𝐴′  va  ∆𝑂𝑃𝐵~∆𝑂𝑃′𝐵′,   ∠𝑂𝑃𝐴 = ∠𝑂𝐴′𝑃′,   ∠𝑂𝑃𝐵 = ∠𝑂𝐵′𝑃′,  

∠𝐵𝑃𝑃′ = ∠𝑃′𝐵′𝐴′.  

∠𝑂𝐴𝑃 = ∠𝑂𝑃′𝐴′ 

∠𝐴𝐵𝑃 + ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝑂𝑃′𝐵′ + ∠𝐴′𝑃′𝐵′ 

∠𝑂𝐵𝑃 + ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝑂𝐵𝑃 + ∠𝐴′𝑃′𝐵′ 

∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐴′𝑃′𝐵′. 

 
Demak, 𝑃 nuqta 𝐻 aylana bo‘yicha harakatlanganda uning inversion obrazi 𝑃′ nuqta ham 𝐻′ 

aylana bo‘yicha harakatlanar ekan. 3-chizma 

Xulosa: Inversiya markazi, inversion mos aylanalarning markazlari bir to‘g’ri chiziqda 

yotadi, ammo 𝐻 va 𝐻′ aylanalarning markazlari o‘zaro inversion mos bo‘lmaydi (3-chizma).  

Endi inversiya markazidan o‘tmaydigan aylanani analitik usulda inversion 

almashtirishni qaraylik: 

Bizga 𝐻(𝑂1, 𝑅) aylana ushbu tenglama bilan berilgan bo‘lsin 

(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 = 𝑅2. 

Bu tenglamada qavslarni ochib, quyidagi belgilashlarni kiritsak: 

             𝑎 = −2𝑥0, 𝑏 = −2𝑦0,   𝑐 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2 − 𝑅2. 

Tenglama, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 ko‘rinishga keladi. 

Aylana inversiya markazidan o‘tmasligi uchun 𝑐 ≠ 0 bo‘ladi. Aylananing inversion 

obrazini topish uchun x, y ni 𝑥’, 𝑦’ orqali ifodasini tenglamaga keltirib qo‘ysak: 
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(
𝑅2𝑥′

𝑥′2 + 𝑦′2
)

2

+ (
𝑅2𝑦′

𝑥′2 + 𝑦′2
)

2

+ 𝑎 (
𝑅2𝑥′

𝑥′2 + 𝑦′2
) + 𝑏 (

𝑅2𝑦′

𝑥′2 + 𝑦′2
) + 𝑐 = 0 

𝑐(𝑥′2 + 𝑦′2) + 𝑅2(𝑎𝑥′ + 𝑏𝑦′) + 𝑅4 = 0 

𝑥′2 + 𝑦′2 +
𝑅2

𝑐
(𝑎𝑥′ + 𝑏𝑦′) +

𝑅4

𝑐
= 0 

Bu tenglama inversiya markazidan o‘tmaydigan aylanani aniqlaydi. Demak, inversiya 

markazidan o‘tmaydigan aylananing inversion obrazi inversiya markazidan o‘tmaydigan 

aylana bo’lar ekan. 

Yuqorida keltirib o’tilgan inversiya xossalaridan yasash geometriyasida keng 

foydalaniladi. Jumladan, Apoloniy masalalarini yechishda inversiyadan foydalanish masalani 

sodda yechilishini ta’minlaydi. 
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