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Trigonometrik integral, funksiyalar uchun integrallarning aniq
eksponensial ko’phad, karrali baholarini isbotlaymiz.

trigonometrik integrallar

Quyidagi ko'rinishdagi integral
1 1
J= I...Iexp{Z;dF(xl,..., X, )jdx,...dx,
0

0

trigonometrik  integral deyiladi, bu yerdaF(X 1ere Xr)-r ta Xiyees X,
o'zgaruvchilarning haqiqiy funksiyasi. Bunday funksiyalar analitik sonlar nazariyasida,

funksiyalar nazariyasida, matematik fizikada, ehtimollar nazariyasida va matematik

statistika nazariyasida uchraydi. J ga bog'liq asosiy masalalardan biri uning modulining
yuqori chegarasini topish masalasidir. Buning uchun quyidagi yordamchi teorema va
lemmalarni keltiramiz.

_ n
FX)=a, X"+t aX oo @,

Lemma 1. Faraz qilaylik, e -haqiqiy sonlar bo’lib,

ulardan moduli eng kattasini ¢ orqali belgilaymiz. U holda
1

| = J' f (x)exp{2zif (x)jdx

0
integral uchun
LE min(l,32a‘”“)

tengsizlik o’rinli.

= max |aft,,..t, ~
Teorema 1. Faraz qilaylik, “ 0<t,.. r=n alt X , “(O’---’O)—O,
1 1 n n
I, =J...Iexp{ZMF(xl,..., X, )idx,...dx, F(Xn X, )= o> 0ty t, XX
0 0 bo’lsin, bunda 4=0 =0

U holda quyidagi baho o’rinli:
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1| <min{L32 e ™" In"}(a +2)

Isbot. =1 wuchun teorema orinli (1-lemmaga qarang). Ko’phadning
o’zgaruvchilari soni bo’yicha induksiyani qo’llaymiz. Faraz gilaylik, teorema I —1 o’zgaruvchi
uchun o'rinli bo’lsin. Uning I' o’zgaruvchi uchun o’rinli ekanligini isbotlaymiz. Umumiylikka

zarar yetkazmasdan absolyut qiymat bo’yicha eng katta koeffisenti noldan farqli darajali X

o’zgaruvchiga tegishli bo’lsin deylik |a(sl’ K rX bo’lsin, u holda %t >0 ho'ladi.

17 rl
Xpyeey X Z ZX X104, (%) t=[In(a +1)]+1 EOZ{XF

tr1=0

O

< ‘¢Sl,.--sr71 (X' X} deylik.

)

E = {x,

a(k—l)/t <‘¢sl,...s,,1(xr1<ak/t} k=m Et :{Xr a(t—l)/t

E, to’plamga tegishli bo’lgan intervallarning uzunligini mesE, orqali belgilaymiz. 1-
lemmada quyidagi baho isbotlangan edi:

mes{xH f(x) < Al<4e(Ac )

(~t+k)/(tn) _
Shuning uchun mesE, <dea , k=01..t tengsizlikga egamiz.

I, integral uchun

+ max

X, €E;

1
I, | < mesE, +ZmesE max J.e {27F (X, ..., X, )}
0

k=1 XEk

o'—-.»—\

o'—.»—\

1

je {274F (X0, X, )jdX,...0X,
0

dx,...dx, 4|

tengsizlik o’rinli. Induksiya faraziga ko’ra

ma; I jexp {27F (X0, X, lX,...dX, | < Min(L,32 e <V 12 (g +2))

bo’ladi.Bundan
t-1

||r| < 4ea—l/n + z46a(—t+k)/(tn)32r—1a—(k—l)/(tn) In(r—z)(a + 2)+32r—1a—(t—1)/(tn) Inr—z (0[ + 2)3
k=1

<32"a ™" In"Ha+2)
ekanligi kelib chigadi.
Bundan tashqari |Ir| <1 oddiy tengsizlikning bajarilishi ma’lum.Bu bahoni oldingisiga
birlashtirib lemmaning tasdiqini hosil gilamiz.
Quyidagi lemma olingan bahoning aniqligini ko’rsatadi.
Lemma 2. Faraz qilaylik, a>1

()= .lfjl' exp{27zi axl ..., X }dxl...dxr
0

0

bo’lsin. U holda !t uchun quyidan
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|Ir(a)|2W1r_) a " (Ina)™

baho o’rinli.
Isbot. Dastlab

NS

l(a)= = jexp{Z;ﬂax“ {Inx)dx

formulaning o’rinli ekanligini ko'rsatamiz. Uni induksiya yordamida isbotlaymiz. =1
uchun formula o’rinli. I =1 uchun to’g’ri deb faraz gilamiz.
I' uchun isbot qilaylik Farazga ko’ra

I (ax )jx ){j exp 27ax"y }(In y) ddex
bo’ladi. 2 =*Y almashtirishdan so’ ng

l,(a)= 1) j'dxj'exp{bnaz fInz-Inx)dz

(r-2)s

ni hosil gilamiz. Oxirgi integralni bo’laklab integrallaylik:

Ir(a)—(( )r;j‘ dlnxjexp 2ricz" )[Zzl( 1)"(L_2](Inx)"(lnz)r”jdz:ﬁx

k=0

<y k ( ]j (dInx) k+1.[exp 272" (Inz) " d Sl { j'[exp 270"
k=0 0

r—2)| k+

ekanligidan, buning ' o’zgaruvchi uchun ham to’g’riligi kelib chiqadi. a>1 da |I'(a)1 ni

quyidan baholaymiz. J= Im(l ,(a)) bo’lsin. U holda

1 1L 1 r-1 1 1 1 r-1
_ i n _ . /0 4o, _
1 l ™ 2/ g (i 2 1 ¢ 2 1\ “141/n
:m!(lnz) YA d(Sln (ﬂﬂ))z—mvgsn] (ﬂaZ)d (In;} Z

ga ega bo’lamiz. Undan tashgqari
1 14+1/(2a)

J= D) 1/(J; ; cos’(raz)d [(Inﬁ(za)jrl(z —1/(2a))1+1’“)
—%((Inéjrlzm’”} >0 0<2<1)

monoton kamayuvchi funksiya ekanligidan, J uchun olingan ifodalarni yig’sak.
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ni hosil qilamiz. Shunday qilib,

y (Ina )1.

I >J>——a
BOEE 2m" (r -1

Lemma isbot bo’ldi.

=maxXe(t,,...t, _
Teorema 2. Faraz qilaylik, “ tl""‘r|a( ' ], a(O,...,O)—O

=] IeXP QAF (1., %, %, ..

)

bo’lsin,

F(Xl, e :Z Za e ,r t1... i
-0

bunda .U holda !+ integral uchun quyidagi baho

o'rinli
1| <min(L32"a " In"* (o +2))

n=max(n,...n,)

bunda

Isbot. F(Xl"“' Xr) ko’phadni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin.

F(X1’ o r Z ZIB 100 ’r tl"' rr

b=0 =0 ,buyerda Alty...t,) koeffisientlar
alt,,...t,) agar 0<t <n,.,0<t <n,  bo'lsa
Blty.et, )=
0 aks holda
| R, o B ma )
tengliklar bilan aniqlanadi. Faraz qilaylik, 0<t,. dr<n bo’lsin. U holda

osongina ko’rish mumkinki, p=a tenglik o’rinli bo’ladi. Endi I

baholaymiz. Quyidagi
1] <min(L32" A" I8+ 2))= min(L,32" & V" In"*(or + 2))

ga ega bo’lamiz. Shuni isbotlash talab qilingan edi.

r ni 1.3-teoremaga ko’ra

V==
Teorema 3. Faraz qilaylik, K- Kr natural sonlar uchun K=K +"'+kr' k

(%) (0<%, %, <)

)

@5 % _haqiqiy sonlar va barcha

A (X, X,)
X ...OX

nuqtalar uchun

>H

tengsizlik o’rinli bo’lsin.
K+r—

B r-1

V (
r) yo’nalish uchun shunday

]
e, O topilsinki, u

Faraz qilaylik, (
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a) 0< Xy X <1 kubga qarashli va ixtiyoriy oraligdan olingan v ning (al""’ar)

0" f (%, +at, o X, + )|

k
yo’nalishli o =0 hosilaning monotonlik oraliglari soni M dan
oshmasin.
K at.a)
sl.s ! b 0<8;,..,5, <k k=8 +..+5 ( )
b) S , (bunda, 1w Or r va % %) yektorlar

ko'rsatilgan V vektorlar bo’yicha o’zgaradi) matrisa determmantmmg moduli R>0  dan
oshmasin, va M matrisa elementlari har birining algebraik to’ldiruvchisi modul bo’yicha
T >0 dan oshmasin. U holda

1 1
J =j...jexp{27ﬂf(xl,..., X, )jdx...dx,
0 0

integral uchun
|J | <Bkv*'mT'RH™
baho o’rinli.

Isbot. Har bir (e, ct,) yo’nalish uchun

8" f(x, + oty X, + )| k KL o s A f (X X, )
" L, 2 -2 Z; Y
51+ +s,=k
0" f (%0 X, )
OX;*...OX:"

tenglikka egamiz. Ularni noma’lumlar bo’yicha chiziqli tenglamalar

a f(la X r) Zz C(al’mar)ﬁkf(Xl-l-alt,...,XZ+a2)|

X, X e ot*
sistemasi sifatida qarab, L t=0
DINNNS)
larni topamiz, bunda (1) _teorema shartlaridan aniglangan barcha (al,...,ar)
yo’nalishlar bo’yicha yig'indini bildiradi va |C(a1,...a,X koeffisientlar TR! dan oshmaydi. Har
A (X, X, )

>H
tengsizlik bajarilgani sababli

bir % %) (0<%, %, <1) nugta uchun X ...OX

ixtiyoriy (Xl""'xr) nuqta uchun shunday (al,...,a,) yo’'nalish topiladiki, unda
|8kf(xl+a1t,...,x2+a2)|
6tk

>V T 'RH
tensizlik bajariladi. (al""’a

= {(Xv'"’ X, XO< Xy Xy <1} kubni o'zaro  kesishmaydigan

t=0 ) yo’nalishni biror usul

yordamida tartiblaymiz va
Qs(s=1,...,v) sohalarga ajratamiz.
Birinchi Q1 sohaga birinchi yo’nalish bo’yicha k-tartibli hosilasi vIT-'RH dan katta

bo’lgan barcha (Xl"“' Xr) nuqtalarni joylashtiramiz;
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Ikkinchi Q2 sohaga moduli ikkinchi yo’'nalish bo’yicha k-tartibli hosilasi shu qiymatdan
katta va 1-sohaga kirmaydigan nuqtalarni joylashtiramiz;

Uchinchisiga uchinchi yo’nalish bo’yicha k-tartibli hosilasining moduli v'TRH dan
katta va 1- hamda 2- sohaga kirmaydigan barcha nuqtalarni joylashtiramiz va hokazo.(ayrim
Qs sohalar bo’sh bo’lishi ham mumkin).

Har bir oraligda (s to’plamga tegishli s-yo’nalishga parallel sm dan ko’p bo’lmagan

oraliglar topilishi mumkin. Haqiqatan ham, har bir oraliq yo’nalishi (al""’ar) bo’lgan
ixtiyoriy v ga parallel, (1 ga tegishli va teorema shartlarini qanoatlantiruvchi oraliglar soni m
dan oshmaydi. Yasashga ko'ra ()2 to’plam har bir oraliqda ixtiyoriy v yo'nalihga parallel,

ikkinchisidan boshlab, 2 ga tegishli 2Zm dan oshmaydigan oraliglar mavjud va hokazo. J

J=J+..+J

integralni quyidagicha yozaylik v bunda

J, :j I exp{2zf (X,,..., X, )jdx,...dx,
QS

‘]Sintegralni baholaymiz. Chiziqli ortogonal almashtirish kiritaylik, ya’ni, Y1 o'qni S
inchi (al""’ ar) vektorga parallel yo'naltiramiz, qolgan Y21 ¥t koordinata o’qlarini shunday

X1y Xy yeey X

tanlaymizki, Yi: Y204 Yo Kkoordinatalar sistemasi ortogonal va r koordinatalar

sistemasi bilan bir xil orientirlangan bo’lsin.

Qs soha bu almashtirishdan so'ng le ga o’tadi va f(xl,..., Xr): fl(yl""’ yr) o’rinli
bo’ladi. Har bir tayinlangan (y2""’ yr) nuqtani shunday Y1 lar uchun T(S; y2""’yr) bilan
ifodalaymizki, bunda (yl""’ yr) nuqta le ga tegishli bo’lsin. T(S; Yas yr) to’plam SM dan ko’p
bo’lmagan oraliglardan tashkil topgan. QIS ga tegishli bo’lgan (yl'"" yr) nuqtaning Yo ¥Yr

o’zgaruvchilarining o’zgarish sohasini @s orqali belgilaymiz.

|JS|:I wj J.exp{27zif1(y1,...,yr)}dyl...dyr SI wj Iexp{27zifl(yl,..., y, )idy,(dy,...dy, <
S T(siva¥r) > T(S;Yp,¥r)
< Jexplety(y iy e [ [y

T(s;y2 ..... % ﬁo})

[expl2it, (v, v, )iy,

T(s:Y, ¥y )

( 0 <0)) o . .
bunda Yz Y nuqta funksiyaning maksimum nuqtasi.

fl(yl""’ yr) dan Y1 bo’yicha olingan k-tartibli hosila vIT-’RH dan katta ekanligidan va bir
o’zgaruvchili funksiyadan k-tartibli olingan hosilaning bahosidan (1.2-lemmadan) quyidagini
hosil qilamiz:

3| <Bskv'mT"R™H ™

|J5| uchun baholarni yig’sak,
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3] =[]+ |3, | < iGskvaTVR’VH ~V<Bkv'IMT'RVH™
s=1
ni hosil gilamiz. Teorema isbot bo’ldi.
O F (X X, )

T >A>0

tengsizlik

Natija.1. Faraz qilaylik, biror / yo’nalish bo’yicha
o’rinli bo’lsin va F(Xl’ " r) funksiya 1.5-teoremaning shartlarini ganoatlantirsin, hamda

G(Xl’"" Xr) 0<X,. X =1 kypda yotuvchi va [ ga parallel oraligda bo’lakli monoton va

- G (X X, ) < H _ o
bo’lakli uzluksiz bo’lib, r shartni ganoatlantirsin. U holda
1

= J‘Jl‘G(x1 X, )exp{27iF (X,,..., X, )jdx,...dx,

0

integral uchun
3| << HA™X

baho o’rinli.

Isbot. O’zgaruvchilarda chiziqli ortogonal almashtirish qilaylik (yl o’qni [ ga parallel
qilib yo’naltiraylik, qolganlarini esa birinchi koordinata sistemasi bilan yo’nalishdosh qilib

yasaymiz). O<*u-X <1 pirlik kub Q sohaga o'tadi, va G(¥yres X )= Gy ¥y 1yr)
F X )= F (YY),

1= j (Vo ¥ Jexp{27F (y, e ¥, iy, .l

ga egamiz.
Tayinlangan Yar++¥rlarni Q ga tegishli bo’lgan (yl,..., Yr) nuqtalar to’plami T(yZ’“" y,)

orqali belgilaymiz. Yo Y larning o’zgarish sohasini w bilan belgilaymiz. Y1 bo’yicha
bo’laklab integrallasak;

=[ -] I Gl(yl,---,yr)ayil@exp{hiﬁ(é,yz,---,yr)}dédeljdyz---dyr

T(Yare¥r)

=[ jexp{ZﬂiFl(fl. Yaren Yy )}dei]Gl(l, Yo ¥, )Y dy, —

S [Texp{ZﬂiFl(él,yz,---,yr)}deiJGl(yl,---,yr)dledyz---dyr

T(yz ----- Y r) 0

ni hosil gilamiz. 3-teoremaga ko’ra integralni baholasak

<< A—l/k

(2 (6, Vv, O

natijada talab gilingan baho kelib chigadi. Natija isbot bo’ldi.
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