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 The elements of a package of fur (hereinafter referred to 
as the material of fur), which are under the influence of thermal 
and external influences [1,2,3], are considered. The field of 
displacements, deformations and stresses of the structure of the 
elements of the package is built on the basis of the laws of 
temperature distribution [4,5,6]. 
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 Рассматривается элементы пакета меха ( в дальнейшем 
называем как материал меха), находящийся под 
действием теплового и внешних воздействий[1,2,3]. Поле 
перемещений, деформациий и напряжений конструкции 
элементов пакета строится на основе законов 
распределения  температуры [4,5,6]. 
 
 
 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА 

температурные 
напряжения,модуль 
Юнга,Площадь 
поперечного сечения 
,коэффициент 
теплообмена  
 

Известно, что в конструкциях и 

материалах, где имеет место градиент 

температуры, имеет место 

температурные напряжения и они не 

могут свободно расширяться в 

некоторых направлениях. В некоторых 

случаях температурные напряжения 

могут превышать границы прочности 

элементов конструкции. Поэтому, при 

конструировании следует учесть 

температурные напряжения и 

источники теплоты. Исследование при 
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таких сложных нагружениях 

напряженно-деформированное 

состояние конструкции становится 

достаточно сложной задачей [7,8,9].  

Пусть рассматривается пакет 

меха пластинчатой формы, одна 

сторона которого достаточно длинная, а 

вторая сторона конечная, например 

 смL 80 . В этом случае задача 

приводится к плоской задаче. Площадь 

поперечного сечения пакета меха 

пластинчатой формы пусть будет 

 220 смF   и пусть она постоянна по 

всей длине пакета меха пластинчатой 

формы. Пусть все края пакета меха 

пластинчатой формы крепко 

защемлены. Принимается, что 

коэффициент теплового расширения 

материала-  С110125 7 , модуль 

Юнга -  26102 смкГЕ  .  

Пусть, закон распределения 

температуры конструкции (пакета меха 

пластинчатой формы) задана в (рис.1):  

2
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x
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Рис.1. Расчетная схема жестко закрепленного пакета меха пластинчатой формы в 

поле 

температуры 

 

Рассмотрим пакет меха 

пластинчатой формы как один 

квадратичный конечный элемент, 

состоящий из трех частей. Тогда 

перемещения точек по длине пакета 

меха пластинчатой формы представим в 

виде: 
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Если принимаем, что 

kklx
uxxulxuxu 


)()()( ,  

Тогда выражение полной энергии 

W можем писать в виде: 


V

k

xx PudVW 
2


, 

              (3) 

где 

xx
 , -напряжение и деформация, 

Р- сжимающая сила (заданная 

сила). 

l 

T(x) 

x 

55оС 

10оС 
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Или, учитывая закон Гука 

 

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 (4) 

Здесь учитывая соотношения (2) 

и (3), выражение (4) можем писать в 

виде 



 .)816()646416(

)32424(2)31616(2
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Если учесть, что интеграл  
V

dVxf )(

можно представить в виде   

 

l

V

dxxfFdVxf
0

)()(  ,

                                    

(6) 

тогда выражение   (5) можно 

писать в виде  

 kkjkjkijii Puuuuuuuuuu
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Так как в точке 0 ixx  пакет 

меха пластинчатой формы жестко 

закреплена, то в этой точке 0iu . 

Учитывая это, будем минимизировать 

W по ju  и ku . Тогда получим 

следующую систему: 
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Здесь учитывая, что 0iu , из 

вышеприведенной системы получим  

систему  
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Из первого уравнения (8) 

определим зависимость между 
ju
 
и ku   

kj uu
2

1
 .  

                        

(9) 

Найденное из (9) выражение 
ju  

подставляя во второе уравнение (8),  

определим выражение ku : 
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(10) 

и подставляя это на  (9), определим 

выражение  
ju : 

EF

Pl
uu kj

22

1 
 . 

                                       

(11) 

Найденные из (10) и (11) 

выражения ku и ju совпадают с 

классическим решениями [10], 

полученными аналитически.  

Таким образом установили, что 

на примере квадратичного элемента, 

состоящего из трех узлов, использую 

энергетический метод можно получить  
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решение, совпадающее с аналитическим 

решением.   

Определим выражения 

деформаций и напряжений используя 

вышеприведенные соотношения.  Тогда 

под действием температурных 

напряжений потенциальная энергия 

имеет вид [11]: 
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Здесь учитывая  (11)  
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Теперь для второго члена (12)  
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и интегрируя, находим 

следующее 
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Подставляя (13) и (15) на (12), 

получим выражение потенциальной 

энергии конструкции пакета меха 

пластинчатой формы  
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Так как обе концы пакета меха 

пластинчатой формы жестко 

защемлены  

0 ki uu  
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будем минимизировать потенциальную 

энергию по перемещениям точки j : 
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Из этого уравнения, учитывая, 

что  0 ki uu  согласно (17), получим 

уравнение: 
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Отсюда  
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Из (20) видно, что перемещение 

центральной точки пакета меха 

пластинчатой формы в поле 

устойчивого поля температуры прямо 

пропорционально только 
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коэффициенту температурного 

расширения материала и его длине.  

Из выражения  (16) определим 

выражение эластической деформации: 
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Учитывая условия 0 ki uu  и 

выражение   
ju   (11), выражение 

эластической деформации для пакета 

меха пластинчатой формы можно 

писать в виде: 
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Выражение эластической 

деформации в первом узле ),( ji  можем 

писать в виде: 
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Аналогично, выражение эластической 

деформации во втором узле ),( ji : 
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Теперь выражения эластических 

напряжений в первом и втором узлах 

пакета меха пластинчатой формы 

найдем используя закон Гука: 
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Определим температурные 

напряжения в первом и втором узлах 

пакета меха пластинчатой формы  
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Вычислим интегралы, 

приведенные в  (26): 
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Подставляя  (27) и (28) на  (26), 

получим: 
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Определим температурные 

напряжения в первом и втором узлах 

пакета меха пластинчатой формы: 
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Таким образом, в любом сечении 

пакета меха пластинчатой формы 

действительные температурные 

напряжения будут равны:
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Таким образом, сжимающее 

напряжение по оси будет 

EFFR  25 .  
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На основе проведенных вычислений 

определили, что сжимающая сила 

равна:  кГFR 1250020625  .  

Полученные численные 

результаты совпадают с результатами, 

полученными в работах [10,11].  

Эти сравнения показывают, что 

степень точности приведенного 

универсального вычислительного 

алгоритма достаточно высокий. 

Пусть задан  пакета меха 

пластинчатой формы конечной длины 

)(, смL . Исследуем напряженно-

деформированное состояние пакета 

меха пластинчатой формы. Пусть 

площадь поперечного сечения пакета 

меха  пластинчатой формы равен

)(, 2cмF . Пусть верхний конец пакета 

меха пластинчатой формы жестко 

закреплен, на нижний конец приложена 

растягивающая сила )(, кГР . 

Модуль Юнга пакета меха 

пластинчатой формы -   2, смкГЕ , 

коэффициент теплопроводности - ххК , (

 СсмВт 2 ), коэффициент теплового 

расширения -  С1, . Дана 

температура на верхнем конце пакета 

меха пластинчатой формы 

1)0( TxTT  . На участках 

43214321 ,, xxxxxxxxxx 
 

боковыми поверхностьями и площадью 

поперечного сечения происходит 

теплообменный процесс с окружающей 

его средой. Здесь обозначим: 
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температуру окружающей среды через 

321 ,, OCOCOC TTT , коэффициент 

теплообмена с окружающей средой, 

соответственно через 321 ,, hhh . 

Предполагаем, что боковые 

поверхности участок 

Lxxxxxxx  4321 ,,0
 

теплозащищены (рис.2). 

Требуется определить 

растяжение под действием 

растягивающей силы пакета меха 

пластинчатой формы P , 0)0( TxTT 
 

и температуры окружающей среды 

321 ,, OCOCOC TTT . Здесь надо учесть, что 

некоторые части пакета меха 

пластинчатой формы теплозащищены 

сбоку. Для этого рассматриваемый 

пакета меха пластинчатой формы 

длины L, будем дискретировать 

квадратичнқми конечнқми элементами.  

Дискретируем сбоку 

теплоизолированную пакет меха 

пластинчатой формқ 

Lxxxxxxx  4321 ,,0  равными 

квадратичными элементами. Пусть, 

длина каждого элемента равен 

3

4

2

23

1

01
1

N

xL

N

xx

N

xx
l








  . Участки, на 

которых происходит теплообменный 

процесс ( с боковыми поверхностьями) с 

внешней средой, дискретируем 

квадратичными элементами длиной 

5

34

4

12
2

N

xx

N

xx
l





 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Расчетная схема задачи 

 

Тогда функционал, выражающий 

сохранение или изменение  полной 

тепловой энергиидля, для имеет вид 

[11] 

 

dV
x

TK
I

iV

xx
i  














2

2
,

 

Lxxxxxxx  4321 ,,0

,            (32) 

 

где i - номер элемента.  

      Пусть, происходит теплообменный 

процесс с поперечным сечением 

нижнего конца пакета меха 

пластинчатой формы с внешней 

окружающей средой. Пусть температура 

окружающей среды 3OCT , коэффициент 

тепло-обменного процесса с 

окружающей средой 3h . Тогда для 

 

T(x=0)=T1

х1 

х2 
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защищенного сбоку от теплообменного 

процесса последнего элемента 

вышеприведенный функционал имеет 

следующий вид:  

 

 













n
ппсn S

ОС

V

xx
n dSTT

h
dV

x

TK
I 2

3
3

2

)(
22

, 

   

где n - номер последнего элемента 

пакета меха пластинчатой формы, n

ппсS - 

площадь поперечного сечения нижнего 

конца пакета меха пластинчатой 

формы.  

     Пусть происходит теплообменный 

процесс с внешней окружающей средой 

боковой поверхностью участка 

21 xxx    пакета меха пластинчатой 

формы. Температура окружающей 

среды  1ОСT , коэффициент теплообмена с 

окружающей внешней средой 1h . Тогда, 

для для конечных элементов, 

относящихся к этой участке, 

функционал jI  имеет вид:  

 

 













j
пбпj S

ос

V

xx
j dSTT

h
dV

x

TK
I 2

1
1

2

)(
22

,

 21 xxx  ,             (33) 

 

где j -номер конечного элемента пакета 

меха пластинчатой формы  на участке 

21 xxx  , j

пбпS -  площадь боковой 

поверхности j -го элемент пакета меха 

пластинчатой формы. Точно так же 

происходит теплообменный процесс 

через боковую поверхность участка 

43 xxx   ч внешней средой.  Здесь  

температура внешней среды- 2ОСT , 

коэффициент теплообмена с внешней 

средой - 2h . Тогда для конечных 

элементов, относящихся к этой участке, 

вышеприведенный интеграл имеет вид  

 

 













k
пбпk S

ОС

V

xx
k dSTT

h
dV

x

TK
I 2

2
2

2

)(
22

, 

43 xxx  ,             (34) 

 

Где k

пбпS - площадь боковой 

поверхности элемента  пакета меха 

пластинчатой формы.  

   Тогда для полного пакета меха 

пластинчатой формы 

вышеприведенный функционал имеет 

вид: 

 nkji IIIII  .  

                                (35) 

 

Температура на верхней границе 

пакета меха пластинчатой формы 

задана 1)0( TxT  , и если  функционал 

(35) минимизировать по температурам 

132 ,...,, nTTT , в узловых точках 1...,,3,2 n , 

тогда получим следующую систему 

линейных алгебраических уравнений: 

0




iT

I
, 1,...,3,2  ni .                                                      

(36)  

Решив систему (36), определим 

значения температур  132 ,...,, nTTT  в 

узловых точках. 
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       Теперь, пусть длина пакета меха 

пластинчатой формы )(80 cмL  , 

значение растягивающей силы 

)(1000 кГP  , площадь поперечного 

сечения пакета меха пластинчатой 

формы )(20 2cмF  , модуль Юнга пакета 

меха пластинчатой формы 

 26102 смкГЕ  , коэффициент 

теплопроводности )/(72 СсмВтK о

xx  , 

коэффициент теплового расширения 

 С110125 7 ,  CT o601   и 

)(161 смx  , )(322 смх  , )(483 смх  ,

)(644 смх  , Lx 5 . 

Вариант I. 

)(20),/(10 321

2

321 1
CTTТСсмВтhhh o

OCOCOC

о 

. Число конечных элементов - 800. Число 

узловых точек - 1601. Длины конечных 

элементов одинаковы: 

)(1,0800/)(80 смсмl  . 

В этом случае значения 

температур в 1601 узловых точках 

пакета меха пластинчатой приведены в 

таблице 1. На рис.2 приведено 

распределение поля температуры по 

длине.  

Из рис 1 и рис. 2, а также из 

таблицы 1 видно, что, в этом случае 

распределение температуры по длине 

пакета меха пластинчатой формы имеет 

форму плоской непрерывной кривой.  

Здесь растяжение пакета меха 

пластинчатой формы под действием, на 

основе результатов работы [12], будет 

равно   )(0248791929,0
0

смdxxTl

L

T    . 

Тогда пакет меха пластинчатой формы 

растягивается под действием 

растягивающей силы )(1000 кГP   на 

)(002,0 см
EF

PL
l p  , и полное 

растяжение пакета меха пластинчатой 

формы будет равно 

)(0268791929,0 смlll pT  . Здесь 

растяжение под действием 

распределения температурного поля 

пакет меха пластинчатой формы под 

действием растягивающей силы Р будет 

больше 43959645,12





P

T

l

l
N . 

Вариант ІІ. Пусть, 

)(30),/(10 321

2

321 1
CTTТСсмВтhhh o

OCOCOC

о 

. Числовые значения для этого варианта 

приведены в таблице 1. 

Таблица 1. Закон распределения температуры в точках пакета меха пластинчатой 

формы при )(20321 CTTТ o

OCOCOC  . 

T1= 

24,0000000 

T5= 

34,8458907 

T10= 

39,5865956 

T15= 

T35= 

23,9191529 

T40= 

21,7101294 

T45= 

20,7468463 

T50= 

T70= 

20,0457544 

T75= 

20,0386337 

T80= 

20,0315131 

T85= 

20,0243924 

T105= 

20,0019617 

T110= 

20,0008571 

T115= 

20,0003769 

T120= 

20,0001714 

T140= 

20,0000559 

T145= 

20,0000478 

T150= 

20,0000397 

T155= 
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39,3273004 

T20= 

39,0680053 

T25 

33,8087101 

T30= 

28,5494150 

20,3276018 

T55= 

20,1469982 

T60= 

20,0734752 

T65= 

20,0528751 

T90= 

20,0172718 

T95= 

20,0101511 

T100= 

20,0044952 

T125= 

20,0000906 

T130= 

20,0000721 

T135= 

20,0000640 

20,0000316 

T160= 

20,0000235 

T160= 

20,0000233 

 

 

Поле распределения 

температуры по длине пакет меха 

пластинчатой формы  выражается 

плоской непрерывной кривой. В этом 

варианте растяжение под воздействием 

температурного поля будет равно 

)(0336593947,0 смlT  .  

Сравнивая результаты, 

полученные в вариантах І и ІІ, приходим 

к следующему выводу: если 

температура окружающей среды 

повысится на 5  

))(30)(20( CTдоCTот o

OC

o

OC  , 

растяжение пакета меха пластинчатой 

формы, растягивается на 12,84%. 

 

Таблица 2. Распределение поля температуры в точках пакета меха 

пластинчатой формы  (при )(30321 CTTТ o

OCOCOC  ). 

T1= 

30,0000000 

T5= 

36,1344181 

T10= 

32,1899467 

T15= 

34,2454753 

T20= 

34,3010040 

T25= 

35,3565326 

T30= 

36,4120612 

T35= 

32,9393647 

T40= 

31,2825971 

T45= 

30,5601347 

T50= 

30,2457014 

T55= 

30,1102487 

T60= 

30,0551064 

T65= 

30,0396563 

T70= 

30,0343158 

T75= 

30,0289753 

T80= 

30,0236348 

T85= 

30,0182943 

T90= 

30,0129538 

T95= 

30,0076133 

T100= 

30,0033714 

T105= 

30,0014712 

T110= 

30,0006428 

T115= 

30,0002827 

T120= 

30,0001285 

T125= 

30,0000679 

T130= 

30,0000541 

T135= 

30,0000480 

T1400 

30,0000419 

T145= 

30,0000358 

T150= 

30,0000298 

T155= 

30,0000237 

T160= 

30,0000176 

T161= 

30,0000175 
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