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“Lebeg”, “Lebeg-Stiltes”, to’plam,
kamayish,  o’sish  oraliqlari,
funksiya,  o’lchovli  diskret,
cheksiz kamayuvchi geometrik
funksiya, qatorlar.

Luzin Teoremasi: [@,b] kesmada aniglangan f funksiya o‘lchovli bo'lishi uchun ixtiyoriy
£>0 son uchun [a,b] da uzluksiz bolgan shunday @ funksiya mavjud bo'lib,
uixe[a,b]: f(X) = @(X)} <& tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.

[a,b] kesmada uzluksiz funksiya o‘Ichovlidir.
Misol: [0;7] kesmada aniglangan
sinx, xe[0,7]\Q
cos’(sinx), xeQ

funksiya o‘lchovli bo‘ladimi?

Yechish. Luzin teoremasi natijasiga ko‘ra, uzluksiz ¢@(X) =sinx, x [0, 7] funksiya

o‘lchovli bo‘ladi. Luzin teoremasi va
{x: £() = p(0}= u(0,71NQ)=0< ¢
tengsizlikdan f funksiyaning [0;7] kesmada o‘Ichovli ekanligi kelib chigadi.

Hamma yerda E o‘Ichovli to‘plamda aniglangan o‘lchovli f funksiyani garaymiz va

1(E) <400 deb faraz gilamiz.
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Ta'rif. Agar f :E — R o‘lchovli bo'lib, uning qiymatlari to‘plami ko'pi bilan sanoqli
bo‘lsa, u holda T sodda funksiya deyiladi.

Teorema. Ko'pi bilan sanoqlita har xil 'Y,,Y,,...,Y,,... qiymatlarni qabul qiluvchi f

funksiya o‘Ichovli bo'lishi uchun

A ={xeE:f()=y,)
to‘’plamlarning o‘lchovli bo'lishi zarur va yetarli.

Teorema (O‘Ichovlilik mezoni). T :E — R funksiya o‘Ichovli bo'lishi uchun unga tekis
yagqginlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

Riman integrali odatda uzluksiz funksiyalar yoki uzilish nuqtalari juda ko‘p bo‘lmagan
funksiyalar uchun kiritiladi. Riman integrali avval [a,D] kesmada, keyin esa [a,b]x[c,d] to‘gri
to'rtburchakda va hokazo kiritiladi. Lebeg integrali esa ixtiyoriy tabiatli to‘plamlarda bir xilda

kiritiladi. Hattoki, aniglanish sohasining hamma yerida uzilishga ega bo‘lgan funksiyalar uchun
ham Lebeg integralini aniglash mumkin.

Lebeg integralining Riman integralidan asosiy farglaridan biri shundaki, u funksiyaning
aniglanish sohasi bo‘lgan [@,b] kesmani bo‘laklarga bo‘layotganda argument giymatlarining
yaqinligini emas, balki funksiya qiymatlarining yaqinligini hisobga oladi. Keyinchalik biz
ko‘ramizki, Lebeg integrali Riman integraliga qaraganda katta imkoniyatlarga ega bo‘ladi. Avval
sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali ta’riflanadi, keyin Lebeg integrali ixtiyoriy o‘lchovli
funksiyalar sinfi uchun aniglanadi.

Bizga Y,,Y,,..., Y, qiymatlarni gabul giluvchi f:A— R sodda funksiya berilgan
bo‘lsin. U holda

ki:lYk/u(Ak)

yig'indi f sodda funksiyaning A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi va

[100du =Yy u(A)
A k=1
kabi belgilanadi.

Agar Z Yl (A< ) gator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, uholda f sodda funksiya A
k=1

to'plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (11.3) gatorning yigindisi f
funksiyaning A to‘plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi

[F 09w = 2y, u(A,)
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Agar F funksiya [a;b] kesmada aniglangan kamaymaydigan absolyut uzluksiz bo‘lsa,
u holda

b
I f (x)dF(x)
Lebeg-Stiltes integrali f (X)F'(X) funksiyaning odatdagi
b
[ FOF(x)dx

Lebeg integraliga teng bo‘ladi, ya’ni

b

[ 1 (0dF() = i f(X)F'(x)dx

a

[27dF(x)
1-Misol: ©

Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A =[0; c) yarim o‘q, F(X) =[X] funksiya esa X

ning butun gismiga teng.

Yechish. Ma'lumki, F(X) =[x] funksiya yordamida hosil gilingan £ olchov diskret
o‘lchov bo‘ladi. I) ga ko‘ra,

[27dF(x) = 3 2"(F(n) - F(n - 0))

tenglik o‘rinli. Agar F(n) — F(n—0) =1 tenglikni e’tiborga olsak, so‘nggi qator yig‘indisini

hisoblash mumkin. Bu qator b, =1 va maxraji q = E bo‘lgan cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiyaning yig‘indisini ifodalaydi. Demalk,
[27dF(x) = > 2" = 2.
0 n=0
2-Misol:Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.

T(x + 1)dF(X).

Buyerda A=[0;3] kesma, F(X) = x* +3.
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Yechish. Ma'lumki, F(X)=X?+3 funksiya yordamida hosil gilingan g, o‘lchov

absolyut uzluksiz o‘lchov bo‘ladi.
3 3
[(x +1)dF(x) = [(x +1) - 2xdx
0 0
tenglik o‘rinli. So‘nggi integral jadval integrali bo‘lib uning qiymati 20 ga teng. Demalk,

J%(x + 1)dF(x) = 20.

0

3-Misol: A = (0;1] oraligda f funksiyani quyidagicha aniglaymiz:

f(x)=n, agar XEAIZ(Z—];],%} neN.

f sodda funksiya A=(0;1] to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuv-chimi? Agar
integrallanuvchi bo‘lsa, uning integralini hisoblang.

Yechish. Ma’'lumki,
UA, =(0:1]
n=1

va A to‘plamlar o‘zaro keshishmaydi. Sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali ta’rifiga ko'ra,

x 1
n.-—
Z 2n

n=1

gator yaginlashuvchibo‘lsa, f sodda funksiya A = (0;1] daintegrallanuvchibo‘ladi. Buholda

musbat hadli gatorlarni tagqoslash haqidagi Dalamber alomatidan foydalanish qulay.

! . n+1 2" 1
lim—* =lim 7 - — =~ <L
n—oo an n—oo 2 n 2
Bu yerdan f sodda funksiyaning Lebeg ma’nosida

Demak, qator yaqinlashuvchi.
integrallanuvchiligi kelib chiqadi. Endi qator yig‘indisini hisoblaymiz. Uning qismiy yig‘indisi

S, uchun
SnZZSn—Sn:1+E+§+ﬂ+...+ n—l_(1+g+§+ +£):
2 4 8 2" 2 4 8 2"
2 1 3 2 n n-=1 n 1 1 1 1 n
I+(z—2)+EE—)++ ——) =14+ -+ =+ -—
(2 2) (4 4) (2”‘1 2”‘1) 2" 2 8 2"t 2"

Bu tenglikda N —> 00 da limitga otib,
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[ £0)du=1imS, =2

(0;1] N—oo

ekanligini olamiz.
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