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murakkab masalalarni sodda usullar bilan yechishni

Taqqoslama, Eyler funksiyasi, o'rgatishdan iborat.

Fermaning kichik teoremasi,
o’zaro tub son.

Ta’rif. Agar a va b butun sonlarni m natural songa bo’lganda bir xil qoldiq chiqsa, a va b
sonlar m modul bo‘yicha taqqoslanadi deb aytiladi va a = b (mod m) kabi belgilanadi.
Ushbu maqolada taqqoslamaning ba‘zi xossalarini keltiramiz:

1 - xossa: Agar a va b sonlari m modul bo’yicha tagqoslansa, u holda a - b ayirma m
natural songa qoldigsiz bo‘linadi. Ya‘ni,
a=mk+r, b=mn+r bolsa

a-b=mk-mn+ 0, a-b = m(k-n).

2 - xossa: Har biri ¢ soni bilan taqqoslanadigan a va b sonlari bir - biri bilan ham
taqqoslanadi. Ya‘'ni
a =c(modm) b = c(modm)bo‘lsa,uholdaa = b (mod m).

3 - xossa: Modullari bir xil bo’lgan taqqoslamalarni hadma - had qo‘shish mumkin.
Ya'ni,
a = b(modm) vac = d (mod m) bo‘lsa, uholdaa+ c = b+ d (mod m) o‘rinli bo‘ladi.

Natija: Tagqoslamaning biror hadini bir tomonidan ikkinchi tomoniga qarama - qarshi
ishora bilan olib o‘tish mumkin.Ya‘ni,

a+c=b(modm) => a = b-c(modm)

4 - xossa: Taqqoslamaning ixtiyoriy tomoniga uning moduliga karrali bo‘lgan sonni

go‘shish mumkin.Ya'ni,
a =b(modm) => a + mk = b(modm)vaa = b + mn(mod m)
5 - xossa: Bir xil modulli tagqoslamalarni hadma - had ko‘paytirish mumkin. Ya‘ni,
a = b(modm)vac = d(modm) bo‘lsa, u holda a*c = b#*d (modm) orinli bo‘ladi.
Natija: Tagqoslamani darajaga oshirish mumkin. a” = b" (mod m)
6 - xossa: Tagqoslamaning har ikkala qismini biror butun songa ko‘paytirish mumkin.
a =b(modm)=>ax*xk =b*k(modm) k € Z
7 - xossa: Taqqoslamaning har ikkala qismini va modulini biror natural songa


mailto:abdurasulamirov2@gmail.com

ko‘paytirish mumkin.
=b(modm)=> a*n = b*xn(modm=+n) neN

8 - xossa: Taqqoslamaning har ikkala gismini ularning umumiy bo‘luvchilariga bo‘lish

mumkKin.
a*n = bxn(modm) => a = b (modm)

9 - xossa: Agar a va b soni m;, m,, ... my sonlari bilan tagqoslansa, u holda ular EKUK
bo‘yicha ham tagqoslanadi.

10 - xossa: Agar d soni m sonining bo‘luvchisi bo’lib a = b (mod m) bo’lsa, u holda
a = b (mod d) o‘rinli bo‘ladi.

a=b(modm)=>a-k=b-k(modm) k € Z

Ta'rif. Musbat sonlar ustida aniqlangan, hamda asoniga 1,2,3,4,...,a — 1 sonlar
ichida a bilan o‘zaro tub bo‘lgan sonlar sonini mos qo‘yuvchi funksiya Eyler funksiyasi
deyiladi va ¢(a) kabi belgilanadi.

Teorema (Eyler teoremasi). Ozaro tub bo‘lgan va (m > 1) sonlari uchun quyidagi
munosabat o'rinli: a®™ = 1(modm).

Agar Eyler teoremasida m soni o‘rniga biror p tub olinsa, u holda
aP~! = 1(modm) tenglikka kelamiz. [1],[2]

Ushbu tenglikning ikkala tomonini a ga ko‘paytirsak, aP = a(modm)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik Fermaning Kichik teoremasi deyiladi.
Taqqoslamaning xossalaridan hamda Eyler va Ferma teoremalaridan foydalanib
quyidagi masalalarni yechamiz.

1-masala: Ixtiyoriy k = 0,1,2 ... sonlar uchun 2277 4 3 sonining 19 ga qoldigsiz
bo‘linishini isbotlang.

Isbot: Bizga ma‘lumki 2° = 64 = 1(mod 9) o‘rinli. Tagqoslamaning xossalaridan
foydalanib quyidagi amallarni bajaramiz. k = 0,1,2 ... uchun 2° = 64 = 1(mod 9) ni darajaga
oshirib 2°% = 1(mod 9) va taqqoslamaning hadlarini 2 ga ko‘paytirib 26%*! = 2(mod 9) ni
hosil gilamiz.
20k*1 = 2(mod 9) taqqoslamaning hadlarini va modulini 2 ga ko‘paytirib26%+2 =
2%2(mod 18) ni hosil gilamiz va 2°K*2 = 18 - t + 22 ga ega bo‘lamiz. t - butun son.

Ferma teoremasiga ko‘ra 2 = 1(mod 19) taqqoslama o‘rinli, tagqoslamani t =

0,1,2 .. darajaga oshirib 28 = 1(mod 19) hosil gilamiz. Shuningdek 22°*" = 218t+2* =

6k+2
2*(mod 19)  tagqoslamaning ikkala tomoniga 3 sonini qo‘'shib, 2° +3=2*+3=

26k+2

0(mod19). Demak ixtiyoriy k = 0,1,2,... sonlar uchun 2
bo‘linadi.
2-masala. Barcha haqiqiy musbat n butun sonlar uchun quyidagi
a, = 220+l 20+l 4 1 yab, = 220+1 4 20*1 4 1 sonlardan qaysilari 5 ga qoldigsiz bo‘linadi?
Yechish: Ixtiyoriy musbat butun sonni n=4-k, n=4-k+1,
n=4-k+2, va n=4-k+3 k =0,1,2,... korinishda yozish mumkin ekanligidan
quyidagi 4 ta holni garab chigamiz. Bunda 2* = 1(mod5) tagqoslamani darajaga oshirib

+3 soni 19 ga qoldigsiz

24K = 28K = 1(mod5) taqqoslamaga kelamiz va shundan foydalanamiz.
1-hol:n =4 -kbo'lsin.k=0,1,2, ...

ap = 22171 —ntl 4 1 = 28k+l _p4ktl 4 1 =22 +1 = 1(mod5)

b, = 220+l 4 20+1 4 1 = 28k+1 4 24k+1 4 1 =2 4 2 + 1 = 0(mod5).



2-hol:n =4-k+ 1bolsin.k =0,1,2, ...
ap = 2201 —ntl 4 1 = 8k+3 _p4k+2 4 1 =84 +1 = 0(mod5)
b, = 220F1 4 20+l 4 1 = 28Kk+3 4 24k42 4 1 =84 4 + 1 = 3(mod5).

3-hol:n=4-k+ 2bo‘lsin.k=0,1,2, ...
ap = 2201 —ntl 4 1 = 8K+5 _ p4k3 1 =32 -8+ 1= 0(mod5)
b, = 220F1 4 20+l 4 1 = 28Kk+5 4 24k+3 4+ 1 =32+ 8+ 1= 1(mod5).

4-hol:n =4-k+ 3 bollsink=0,1,2, ...
ap = 220+ —ntl 4 1 = 8k+7 _pdkts 41 = 128 — 16 + 1 = 3(mod5)

b, = 220+l 4 20+l 4 1 = 28k+7 4 o4k+4 4 1 =128 4+ 16 + 1 = 0(mod5).
Demaka, sonin=4-k+ 1van=4-k+ 2bo‘lgan holda, b, soniesan=4-kvan=4-k+
3 bo‘lgan holda 5 ga qoldiqgsiz bo‘linadi. a, va b, sonlarining ikkalasi bir vaqtda 5 ga qoldigsiz
bo‘linmaydi.

3-masala: 20'° — 1 sonining 11 * 13 = 61 ko‘paytmaga bo‘linishini isbotlang.

Isbot: 11, 31 va 61 sonlarni tub sonlar bo‘lganligi uchun, 20> — 1 sonini 11,13 va 61
sonlarining har biriga bo‘linishini isbotlash yetarli.

Bizga ma‘lumki 2° = —1(mod11) va 10 = —1(mod11) taqqoslamalarni bir xil darajaga
oshirib 2° = —1(mod11) va 10°> = —1(mod11) larni hosil gilamiz. 25 = —1(mod11) va 10° =
—1(mod11) taqqoslamalarni ko‘paytirib 20° = 1(mod11) ni darajaga oshirib 20'° =
1(mod11) hosil gilamiz. Bundan 20° — 1 = 0(mod11) tagqoslamaga ega bo‘lamiz.

Endi 20 = —11(mod31) taqqoslamani darajaga oshirib 20% = 121 = —3(mod31) va
203 = (—11) * (=3) =33 = 2(mod31) ni hosil gilamiz. 203 = 2(mod31) tagqoslamani
darajaga oshiramiz va 20'° = 2% = 1(mod31) bundan 20'° — 1 = 0(mod31) taqqoslamaga
ega bo‘lamiz.

Bizga ma‘lumki 3* = 20(mod61) tagqoslamani darajaga oshirib
390 = 20'5(mod61) taqqoslamaga ega bo‘lamiz. Fermaning kichik teoremasiga ko'ra
EKUB(3:61) = 1 ekanidan 3°° = 1(mod61) tagqoslama o‘rinli bundan
390 = 20%°> = 1(mod61) demak 20*°> — 1 = 0(mod61).

4-masala: 27° + 370 yig‘indining 13 ga qoldigsiz bolinishini isbotlang.

Isbot: Ferma teoremasidan bizga ma‘lumki 2!? = 1(mod 13) o‘rinli, tagqoslamani
darajaga oshirib 2°° = 1(mod 13) ni hosil gilamiz.

25 = 6(mod 13) taqqoslamadan 2'° = 36(mod 13)ni hosil gilamiz.

250 = 1(mod 13) va 2!° = 36(mod 13) taqqoslamalarni hadma - had ko‘paytirib 270 =
36(mod 13) tagqoslamani hosil gilamiz. Endi

33 = 1(mod 13) taqgqoslamani darajaga ko‘tarib 3°° = 1(mod 13) ga ega bo‘lamiz. Hadlarini 3
ga ko‘paytirib 37° = 1(mod 13) ni hosil gilamiz. 27° = 36(mod 13) va 37° = 1(mod 13)
taqqoslamalarni hadma - had qo‘shib 27° + 37 =36 + 3 = 0(mod 13)ni hosil gilamiz.

279 + 379 yig‘indi 13 ga qoldigsiz bo‘linadi.
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